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NOUVELLES A1ALE& 

DE 

MATHÉMATIQUES. 



• CaORMNK^S OBLIQUSS; 

D'uiiaM. BALTZER, 

Proftwenr an Gjmiiue de Dreule. 
(Jounul d«H. CniU«, t. XLVI, p. i^S; i8S3.) 



A . Coordonnées obliques ; points et droites dans le plan. 

i. Notations, x, abscisse; y, ordoonÀt; r, distance du 
point (Q) à l'ori^ae O; xr, angle que fait la direction r 
aTCC X positif^ l'angle étant compta suivant un sens déler- 
miné ; de sorte que 

angle rx -\- anglevcr^ o, «in/x + sin j;r=: o. 



3. TbAobéhe. Dans un pofygone fermé , an côté est 
égal à la somme algébrique des projections des autres 
côtés sur ce côté. — Théorème foadamenul qu'on doit^ 
je crois, i Carnot. 

3. D'après ce théorime et cette notation , l'on a 
(i) r = xeoixr+ytotjrr, 

1 f co» *r = « + j- ces ^, 
^ ' ( rc08//T=*c6SJ;/-f-J'» 
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(6) 



j + ycoajy _ Jc<»jy-+-j- _ 

' COSXJ- COSJT ' 

(4 ) r' = aH 4- 2 xj- cos :r}- 4- j'', 

* / r ' 

(6) «n'ay = cos'«r — acos Jrcosj-rcosj:;- + cos'j-r. 

4. Jongles d'une droite avec lesaxes. Lerapportx;^ 
est constant pour tous les points de la droite OQ; ainsi 

est l'équation de la droite. 

Nous désignons par (fg) la direction de la droite; si 



alors, à cause de l'équation (4)) * 

p'z=_p -h i/g coi X}r.t-g\ 

et • 

f+gcMxjr _ fco&xy + g _ 
cos xr COSJT " ' 

ce qui donne les angles xr, yr, que fait la droite avec les 
axes. " 

5. Normale. Soient gx — fy^h l'équation d'une 
droite, g' x — f'y^=a l'équation de la perpendiculaire 
abaissée de l'origine sur la droite , et n la longueur de 
cette perpendiculaire. On a, d'après le théorème (2), 
;r, y étant un point situé sur la droite donni'e, 



équation qui doit ùtrc identique avec l'équation <)e la 
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(7) 
droite donnée , donc 

g _ —f __ A _ nj •_ —g/ 

cos XR C09 yn n A A ' 

r^oation (5), appliquée à la normale, donne 
catxit — cosj'/i cos xr" coajn — cosxn cosxr Bin'jy 

^ r - ? - n^' 

ou bien , 

g+/co>jy _ f + gcoixr _ A «n'-r/ 

/' " g- " P' ' 

ou 

et l'équation (6) donne 

— sin'jy = f" + n/gcMxy +/■ = p', 
d'où 



et réciproquement, les deux directions (fg) et {f' g') 
sont normales l'une à l'autre , lorsque 

g^ -^ff + (A* + sf') «»»*r = o. 
6. Angle de deux droites. Soient les droites 
gx — fy^o; g'x — fy = a\ jr, j- un point de la 
première droite; x',j'ud point de la seconde droite; 
r'^ *'-+- axfCOSXf -t-J*'» r''=:x"-+- aa^j-'CDS *r + /''j 
on a 

r' cos rr* = y cos*/' + y'cxnyr (théorème 4), 
et, à l'aide de l'équation (3), 

(7) rr'co» rr' = x'x + /'y ■+■ {afy + j-'*) co»*/} 
OU bien, à l'aide de l'éqnation (5), 

isin'*)-cosf7-' = cosx/-cos*r' + cos /rcosjr' 
— (cos^rcosj'»-' + cosjfj-'cos/r')cos*j'. 
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(8) 

on a 

ou 

pi ^^ + :i/gcM3tx + g', p" =/" + a/"^ cos «/ + f" ; 

subsiituani , dans l' équation (7), on trouYO 

pp' «H rr'^^ff' + g'^ + (/^ + g/-') cos «r- 

On parvient au même résultat en substituant, dans 
r^qnation (7), ayant ^ard aux équaticms (3), 
/+gccwjy _ /co»jy + j- _ 
Gosxr . cosjT "* 

cw«V cos/'»- " ' 

faisant rr' = -1 on revient à la formule des directions 
normales. 

7. Distance d'une droite à l'origine. Soient l' équation 
de la droite gx — fy ^ A ; n la disUnce de celte droite à 
l'origine; ou a, comme ci-deasus (§ 5) , 

hwaxy . 

~ P 

8. Distance d'une droite à un point quelcomjue. Soient 
la même droite et un point (xt,^i), et /ii la distance 
cherchée ; on trouve facilement 

e 

B. Points, droites, plans dans l'espace. 

9. Notation, . 

0P = *, PQ=j-, QR = »» 
coordonnées des points R ; OR = r. 
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(9) 
10. On a 

(l) r=: * coSJr + J COSJT + acosw, 

Ircoa*r = *+j-cos_J!j'-t- Ecosaa: J 
rco9jr=xcoaxy+jr + temjrz\ [théorème ï ] ; 
rcoiir = xcmzx +j'COSje + i ) 
delà 



(3) 



GOS J> 

_ JCOTM:4-/co»_y«4-» __ 



Les équations (i}*et (a) donnent 

(4) »■'= x" +/>+«' -t- a jycosxr + V»*»»/* + ***«*'•"■• 

On déduit, des équations (a), 

Mn'j'» cos xr — y cosjrr — p coa gf 



(5) 



vn'txcoayr — acmtr — ycoixr 

«n* 4rf cos w — p cos arr — acosjr 



s = cos^ — cos ix cos/ï , 
^ = cos&z — ctax/cosyt, 
•j = co$;r^ — C0SJ2 cosix, 
i'= H- 2 cosjçT' cos/s cos&r — cos'ay — cos'j-s — cos'tj;. 

Sul»tituant pour x, j; z, r, leurs valeurs proporlion- 
iielles dam l'équation (i), on obUcQt 



(6) 



= sin'/ecos'xr+ sin'ar cos'/-r-ij»in'jïrcos'sr 

- a^cosa^rcoB^r — àpcoswcos*/- — aBcosjrcossr. 
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Dans le irièdre formé par les axes, soit 

X l'angle dièdre opposé â jrt, 
T l'angle dièdre opposé Jk zx, 
Z l'angle dièdre opposé à xy, 

OQ a (Trigonométrie sphéiique) 

1a = sin sr sin J/ cosX, 
P = sin xj sin yz cos T , 
7 ^ sin y» lia zx cos Z ; 
' i= sin' m; sin' jy un' X j 
= ûa*xy sin' 7* sin'T, 
^ sin' ja sin' *x sin' Z, 



(8) 



' ^ 4 *■" ~ (^ -f- y* + s«) »in - £xr -\- yt~-zx) 
un i {j-ï + &r — _ay) sin ^ {tx + *r —7*) f 



cotX _ rotT _ col2 _ i .' 

« - p.- 7 -a" 

11. Volume du paralUlipipède des axes. Si l'on 
prend, à partir de l'origine, une longueur égale à l'unité 
sur les trois axes , et qu'on achève le parallélîpipède , le 
volumeest égalât; élevant i l'origine les droites x^ij^, s.' 
respectivement perpendiculaires aux plans _j'2, zr, xy, 
on aura 
(9) 3 = sin*/ cos M* ^sin_ff cosj:*'=: sin ir cos//'. 

là. Par le point R, menons un plan perpendiculaire À 
OR; soient K, L, M les points d'intersection de ce plan, 
avec les axes j:, ^, 2 : on a 

KLH cosjrr ^ OliH cosJ^'x, etc. ; 
d'où 
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et de là, au moyen de l'équation (9), 

OLM _ OMK _ ' OKL _ KLM 
^ ' aiajzoosxr sinKccosjr ÙDx^cossr S 

Cette équation, combinée avec les équations (6) et (7) , 
donne 

f KIM' = OLM' + OMK' + OKL' 
(laj I — s.OLM.OHK.cobZ — aOMK.OKL.rosX 

( — a.OTX.OLM.cosT; 
on a 

xcoix'x^ rcosx'r, etc.; 
d'où 

. _. jTcos*'* yco»yx a cos g' g 

^ ' cosx'r ~ cosj-'r ~ cos^r "'' 

Les acçeDtsdésignent, comme ci-dessns , des perpendicu- 
laires aux plans coordonnés. 
13. Équation d'une dioite 

y, g, h donnent la direction de la droite, et nous dési- 
gnons une telle droite donnée de direction par {Jïg^)- 

a. angles d'une droite avec les axes. 

Si l'on a 

on aura, d'après l'éqnati on (4), 

p'=/' + ^-|- A'-h a^^coajrj' + agAcosj'a + îA/costr;. 
et, d'après les équations (3), 

/-4- g cos xy -4- h cos M __ g + A cosj'z +/cos;tr 
cas xr ~ COS/r 

_ A-h/cos»»-!- gcosja _ - 
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15. Équation d'un plan. Soit un {dao perpendicu- 
laire eDRsnrORetOS=r; soitR'unpointquelconque 
du plan ayant les coordonnées x', ■/, z': projetant ortho- 
gonalement aur OR la ligne brisée OPQ'R' formée par 
les coordonnées de R', on a 

a:'cosj:/-4-J^C0SJ'/' + ï'cos»r = r 
pour équation du plan. 

Ainsi, si l'on a pour équation d'un plan 
A« + Bj'-|-C«=D, 
alors 



couxr cosj-r cossr r 
où r est la distance del'ori^ne au plan, jrrranglede l'axe 
des X avec cette distance, etc. Nous désignons par (ABC) 
un tel plan donné de direction. 

S! {fgk) est la direction de cette normale r, on a , d'a- 
près les équations ( 5 ) , 

Awn'j^ — yB — pC Bsin'ar-^ aC — fk 

7 - g 

_ Csin'jr— pA — a!B _ S'l>_ 

et, d'après l'équation (6), 

— —■= A'sin'/ï + B'sin'ftc + C'sin'a;/ 
— 2AB7 — aBCa — 2CAp = ff', 



16, Condàion pour qu'une direction {fgh) soit con- 
tenue dans un plan (ABC). 

~ =- = 7, équation de la droite, 
/ g à 
Ax + 'Bjr+C» = o, équationdu |4aD; 
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( '3) 
on a, pour équation de condition , 

• A/+Bg4-Ch = o. 

^^. Condition pour çue deux directions {fgk),{f g' h') ' 
soient dans un plan (ABC). 



X 

r 


■ g 


■v ^-'>-' 


Je la première direction j 






: -p t équation 


de la deuxième direction; 




A*-4-Bj' + Ca = t 


1, équation du plan; 




SA 


-g' h hf-- 


-*'/._/«- -/v 



i8. Condition pour qu'une direction {fgh) soit dans 
deux plans (ABC), (A'B'C). 
À* -HBj' + CaisO 1 



, équationsdesdeuxplans; 

■j^-^T» direction; 
/ g ^ 
-WC CA' — C'A __ AB'— A'B 



/ ~ g h 

19. Condition pour qu'une direction {fgh) soit nor- 
male à un plan (ABC). La direction {fgh) est perpen- 
diculaire au plan (ABC), lorsque (§ 15) 

Arin'T» — 7B— pC_ Bain'wr — «C — 7A 

/ ~ g 

CMn'^r — PA — «B ^ Jg 
A - p' 

oa bien encore, ayant égard auT §§ 14 et IS, 

/+ g aMxy + hcmM; _ g+ hcosyt+fcmxy 

A ~ B 

A+ycos** + ^cosj'« S 
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{ 14} 



Ay -f- Bf + CA = , 



3' 



les valeurs de p, s, ^ sont données ci-dessDS (p. 9, il, la). 

20. Condition pour qu'une liirection {fgk) soit nor- 
male à la direction (fg'h'). 

D faut que la direction {fg'h') soit dans la plan nor- 
mal k la direction (fgh)\ donc, ayant %ard aux §S 16 
et 19, 

/'/+ ^K + A'A + {fg +/?-) cos*r 
+ W* + e*') cos/s + (A'/+ A/"') cosm; = o. 

21. Condition pour ifu un plan (AhC) soù perpendi- 
culaire au plan (A'B'C). Le plan {A'B'C) est perpen- 
diculaire an plan (ABC) lorsqu'il coniîcnt la normale k 
ABC; donc, ayant égard aux §§ 16 et 19, 

AA'sin'/i + BB'sin'«r-+- CCwn'J'j' — 7 (A'B + AB') 

— b(B'C + BC') — p{C'A + CA') = o■ 
â2. j^ngie de deux droites. 

Soient la droite {fgh) et la droite [fg'h'); il s'agit de 
trouver l'angle ROR' ; on a 

I r' coè rr' ^ x" coi xr + y eut yr H- 1! coi tr, 
^ ^' I r eoi r'r = fcwxr' + y zoijrr' + tCMtr' . 
x\ y', s' sont relatifs au point R'; d'où, ayant égard à 
l'équadon (i3), 

/ , coSTz-COsVr' cotyrcoiy r' cMtrcosi'r' 
1 cos rr' = ■ ■ ■ ■ 

(■5) .-" 



coSiT.e' cosj-j-' cos m' 

posa:/-' cos y r anyr' cotfr cosir'cosi'r 
[ cos xx" cos yy cos si' ' 

ici ^',_^', ^'sont des axes normauxauxplans^J:,2X, jr;)^ 
(§ 11) : éliminant, de l'une des équations (i4), les cosi- 
nus au moyen des équations (3), on a 

t' cos rr' =xx' + 7/' ■+- xt' ■+■ (xy' + x' j) co»*r 

+ (j'*' + /i)«»s/ï + (**'+ i'x)cosi*; 



("6) 
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( '5) 
OU bien , ëlimiuaDt des équations {i4}, les Xy y, z, r à 
l'aitle des équations (5), 

I iPcoirr' := -\- •Ha'' jrtcoixrtoi xr' -^ siT^ix cotyrccayr' 
■+• sin'iej- cos sr COI ir' 
(i ^\ ( — 7 [coixrcmyr' + ces xr' cotyr) 

~ a (cosr''C!OSïr' + cosj'r'co8ïr) 
. — p(co9»rooSJ/-' + cosw'cosarr); (•) 

or, 

7 g à y 

donc, d'après Téqualion (i6), 

pp' cos rr' = jfi^' + fi^ + hh' + {/^' + g/^' ) cos xy 
+ (ffA' + Vlcosj"» +- (A/'+!ffi')cosM. 
Si cos rr' ^ o, on revient au résultat du § 20. 

23. AngU de deux plans {k\V^) ex (A'B'C). 
Soient r et r' les perpendiculaires respectives à ces 

plans \ on a 

A _ B _ C ^ g 

CO* «r COS yr COS ar J 

A' _ B' _ Z' _<t' 

CMxr' ~ ootyr' ~ cosir' 3 ' 

de là et de l'équation (i^), On tire 

ff** cos rr' =:AA'sin'j-» + BB'sin'a« + CCsin'*/ 
— 7 { AB' -f. A'B) — a (BC' -H B'C ) — p (CA' + C'A ). 

24. jfnglç d'une droite {f'g'h') avec le plan ( ABC) . 
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( >6) 
Soil (fgh) la direction normale à ABC (§ 15) , 
A _ B _ C _g 

COSxr CO&jrr COS sr J 

par consëqnent, d'âpre Téquation (i4)) 

^CM rr' = A/' + Bf-^ GA'. 

35. Distance S un point à un plan. 

r, disUnce; Aa:-f-Bj'4-Cr = D, équation du plan ; 

Xt ,y^ , Zx , coordonnées du point ; 

S6. Si l'on a 

y% — Ax = G, 

où F, G, U sont des constantes qui déterminent la po- 
sition, tandis que f, g, h donnent la direction d'une 
droite ; si l'on a 

V/+Gg+Eh=Q, 
cette droite est évidemment dans le plan 

F*-l-Gj- + H»=o. 

27. Condition pour qu'une droite soit contenue dans 
un plan. 

Soit la drojte donnée par les équations du § 26 et 

KX--+- B/ -t- Cï = D, l'équation du plao , 
le plan 
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OÙ V est un paramètre arbitraire, contient la droite ; iden- 
tifiant, on a 

" _ ■/+A _i_ cH — F 
A . «■B C Dj ' 

d'où 

AH — CF _ BF — AG _ CG — 3H 
^- g " A - / ' 

F/-l-Gj-t-HA = o, A/+Bj'-f-CA==o. 
38. Coniiition pour qu'un point et une droite soKnt 
dans un plan. 

Equations de la droite et du plan comme au § 27, Xi, 
j^,,z, cooi^onn^ du point; on a 

Ar. ~gi,~F __ /*, — kx,-0 _ gj. —fr, — a 
ABC 
_ — {Fj:, + Gj-.+.Hg|) 
D 

29. Condition pour qu'un plan contienne deux droites 
parallèles. 

On aura 

-{**-//- H')=Ar-5«- F'; 

les accenU se rapportent à la seconde droite parallèle k la 
première y d'où 

..{H' — H) = F' — F, 
p— F_G' — G_H'~H _ HF' — H'F 
A """"S C ~ gl> ' 

et , au moyen des relations ci-dessus , 

HF — H'F _ FG' — F'G _ GH' — G'H 
g ~ A ~ / - 

30. Condition pour qu'un plan contienne une droite 
' et toit parallèle à une autre droite. 

La droite (efg) est contenue dans (ABC), donc 

A/+Bg + Ch=o; 
A<u>.dtUaAi«>»î., (. XIII. (JinTiur 18S4.) 3 
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( .8) 
ta droite {f'g'lt') est dans le plan (A'B'C), donc 

*'/' + B'/' + CV=o> 
mais ces deux plans doivent être parallèles , d'où 
V_A B^_B A gy — g'h B _ A/' — A'/ 

c'-c' c-c' c~/i-/'e c-ft-fs 



D C F/'-HGf'H-HA' 

C~ f - /f'-/-« ' 
car 

F/+HA = -Gy, 

ly r/H-G'g+a'ii 

31 . Condition pour que deux droites soient dans un 
même plan. 

Il faut que les plans (ABC), (A'B'C) se confondent; 
donc 

D_D' 

ou bien 

?f + r/+Gg'-hG'g-i-nk'-i.B'h=o. 

32. Distance d'une droite à un plan parallèle à celte 
droite. 

Soient {fgh) la droite, (ABC) le plan, et (A'B'C) le 
plan passant par [fgh) et parallèle k (ABC) ; U distance 
de (ABC) H (Â'B'C')est la distance cherchéej or cette 
distance est 

(D-D')-, et D' = ^5llH (§§«7etS9), 

donc la distance chercbëc (§ 35), 

_ (gp — AH + CF)3 
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33. Plus courte distance de deux droites non dans un 
même plan. 

Soient(/g/(), (/'g'A') les deux droites, (ABC), (A'B'C) 
deux plans parallèles, le premier passant par (e/g), et 
le second par {e'/'g") ; la distance de ces deux plans est 
la distance chercliée : doue 

D'_ F'/+G'g-t-H'A 
c'- /g' -g/' ' 

donc 

s = (F/'-h F/+ Gg' -+- O'e + HA' + H' A) -• 

34. Distance d'un point aune droite. 

Soient x,,yi, z, les coordonnées du point, {fs^) '* 
droite, (A'B'C) un plan passant par le point et la droite^ 
on a donc 

hr, — gz,~F _/ i. — Aj, — G _ gj, ~Jj, — H 
A' ~ B' ~ C ' 

Soit [/'g' h') uue perpendiculaire au plan (A'B'C')i 
„„.(§19) . • 

A'sin'rB — 7B' — pC _ B'sin'fce — aC — yA' 
' /' ~ S' 

_ C'»ip'j^ — PA'— aB ' 
~ A'- 

Soii (ABC) un plan passant par {fgh) parallèlement 
à (/'§'*')'««» 

gh' — g^A _ ¥' - -ty _ /g' - /'g ^ g/'+Gg'+HA ' 
Â ' B C D ' 

* = (D-A*,-Br,-Cî,); (§«); 

on met pour A , B, C, D leurs valeurs proportionnelles. 
3S. Distance des deux parallèles If gît), {f'g'h'). 
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Soit (A''B''C'') le pko pusant par les deux droites, 
«na 

Soit (/"y" A") une perpendiculaire an plan (A'B'C), 
on a 

A'ho' /' — 78" — pC _ B" Mn'»r — «C — 7 A" 

7^ ^• 

^ C'ain'jy — ^A.' — aB' 
~ A- ■ • 

Pour (ABC) passant par {fgh), et pour (A'B'C) passant 
par ifg'fi'), tous deux parallèlement à' la normale 
{fs"k'), on . 

A ~ B C D 

_ ry-HCV + H-a- 

- D" ' 

donc 

, = [(F-r)/- + (G-0')j' + (H-H')*-]j. 

36. Ifne droi(e[f" g"h'')passantparunpoint(Xiy,z^ 
perpendiculairement à la droite (Jgk). 

Soient (A' WC) le plan passant par le point, et la droite 
(/gA);oaa 

*r. — g». — F _ A — l"i — G _ gx,-fy, — n _ 
A' B' C ' 

le plan (ABC), perpendiculaire à (y^A), donne 

/+gcos j:_, + Acossj _ g + A cos j-i +/co» xy 
A — B 

_ h +/'C03 *I + g COSJ"» 



BC' — B' G CA' — C A AB' — A' B 
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37. Une droite {f"g''h") coupant normalement le» 
droites parallèles (fgk) , {f'g'h'). 

Le plan (A'B'C) des deui droites parallèles donne 

tjzj ^ g!jZlg _ g — H _ HF" — H'F 

A' B' C ~ jD' ' 

le plaD (ABC), perpendiculaire à (fgh), donne 

/+ gcosxx-*- Acoaaj_ y+Acoa/ a +/cos jy 
A B 

A+ycoatJ-KgCMj-i 

d'où ^ 

nq' — vc _CAf — GK ab;-aj 

y- - ^:: - js i 
la droite (/"g" A") estdansfA'B'C) si l'ona 

ou SI 

H"(F' — F) — F''(H' — H) = ^{HF' — H'P). 

38. Proiic if" g" h") normale aux deux droites ifgk)y 

LTs'h'). 

lie plan (ABC) contenant les deux directions Ugh) et 
(/'ir'A'hona 

gh'-g'A ^ h/'~A'/ _ /g'-/'g . 
A B C ' 

{/"g"/^), normale à (ABC), donne 

Asin'/» — 7B— pC Bsin'ar— «C — 7A 
/" "^ ff* 

Cain'jçr— pA — aB 

Le* dr<Htet {/gh) et {fg"k") doÏTentétre dans un même 
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plan^ de même (J'g'/i') et {J"g"h") donnent 

¥"/+ F/" + G' g + Gg" + HA" + AH" = o, 
F"/' + F'/" + G V + G V + H" A' + H' A" = o ; 

et l'on a aussi 

r'/" + G"g" + n'Â"=:oi 

ainsi F", G", H" sont connus, ainsi que/", g", h". 

Observation. Aucun Traité, k ce que je sache, ne 
donne ces formules élémentaires d'une application si fré- 
quente. M. le D' J.-G.-H. Swcllenbacb, de Bonn, vient 
de publier un ouvrage in-4° de 3ai pages, sur neuf sjs- 
tèmes de coordonnées dont îl étudie et compare les pro- 
priétés. Nous y reviendrons. _ 



CONCOURS D'AGRÉGATIOK POUR IBS LYCÉKS, EN 4853 



MATHEMATIQUES. 

1°. Résolution des triangles (*), moyens de vérifica- 
tion. 

a". Étant donné dans un triangle OBC 
a = 53429",68, 
A = 48»5o'i4"'{"), 
B = 65°47'i5",3, 
résoudre le triangle et le vérifier. 

Observation. Telle est la question proposée l'an de 

(*) Rcftilignfi, pourquoi ne pia le dire? • 

(**) Latitude de Pirbi.encoreune question d'origine aitroDOmique: 
Qui me délibère dri Ciecj ei dei Bomaitti • 
«'«crie Bercboui. ]'«Jaute, pour ma part : d dfi eripnei aitroiiemliuet. 
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grâce i853, chez \a grande nation, dans la capitale du 
monde civilisé, par l'université de Finance, à des profes- 
seurs aspirant au grade A'j^grégé [Fellow)l Monsei- 
gneur l'archcvt^que de Besançon, humaniste distingué, 
n'a-t-îl pas raison d'annoncer que les études baissent et 
baisseront de plus en plus sous l'empire des nouveaux pro- 
grammes? Quel homme intelligent, cbmparant le passé 
avec le présent et ayant de la conscience , gros comme 
nn grain de moutarde, peut nier cette proposition d'une 
évidence Sagrante? Lorsque, il y a quelques années, ou 
baissa ta taille requise pour être soldat, n'a-t-on pas conclu 
que la taille moyenne était en décroissance? 

PHYSIQUE. 

1°. Lunette de Galilée. Marche des rayons.* Champ 
Grossissement. 

a". 5o kilogrammes de glace i — 12 degrés étant don- 
nés, combien faut-il de kilogrammes de vapeur formée à 
■ ao degrés pour que le tout se convertisse en eau h 35 de- 
gi^s? 

HISTOIRE NATURELLE. 

1°. De la respiration dans les Mammifères ; 

a". De la respiration dans les parties vertes des plantes. 



SOLUTION IB U QUESTION 141 

(.Mrl-Vl.p. IWl; 

Pa> h. p. TARDY. 

Soient A,, A,^,..., Ar^-t trois tenues consécutifs d'une 
série récurrente. Si l'on forme la série qui a pour terme 
général A, A^i — A'4.,, elle est aussi récurrente. 

Fouiïer a énoncé ce théorème dans son Analyse des 
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équations déterminées, page 7a. Son objet était de troa- 
ver snccessivement toutes les racines d'une Àjuation par 
l'emploi des séries récurrentes, en donnant ainsi une 
gratte estenston à la métliode découverte par D. Ber- 
noulli pour obtenir la plus grande racine réelle. 

Il parait que quelque erreur s'est glissée dans ce qu'a- 
vance à ce propos le célèbre géomètre; mais nous nous 
bornerons, pour le moment, k démontrer la proposition 
spéciale rappelée dans ces Annales. 

Il est aisé de voir que toute série dont le terme général 
^st de la forme 



Dit Di,...,D„ désignant des constantes arbitraires, esl une 
série récurrente oii l'on a fait la variable pour laquelle la 
série est ordonnée ^i. Pour avoir la fracUon génératrice 

~-r) il sumt de poser 

/(■«) ^ 

F(a;) = ft, + ft,ar-|- 6,j:'+ .. . -\-h,_,a*-\ 

et de déterminer les n quantités i,,, i,, 6,,.,., J,_, par 

les R équations 
b,-{-b,a, + b,a\ -I-...+ A^,«p' = — D, {«, — ii,){a,— a,)...(a,— «,), 
b,-\-b,a,-\- 6,a;4-—+*..-i«î" = — D.('ïi—fl.){<i,— <!,)...(«,— «,), 

*. + *!«.+ *.«; +— -l-*^i «;"' = — !>■{". — «1) (a.— *i.)... (a,— fl,^,). 
En elTet, nous savons que le terme général de ta série ré- 
currmte qui provient de la fraction ■tj-\ e>t 

FI",) 



^y-^ 

•^/'(«,)' 
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Maiotesant, supposons que Ar soit le terme général 
d'une série r^urreute, et que ^,, )i,..., ^n aoieut les ra- 
cines de l'équatioo qu'on obUent en égalant à zéro le dé- 
nominateur de sa fraction génératrice; on aura 
. _ 6. e. 6. 

En changeant r en r 4- A et en r -f- A', et en multipliant, 
il Tiendra 

Et si l'on prend A ri- V^ A + A', on aura, en retranchant, 
an résultat de la forme 



et l'on voit que L est le terme général d'one série récur- 
rente qui naît de la fraction 



Prenant A ^o, ft'^a, A = &'^i,ouaura le théorème 
particulier dont il était question. 



:.:.l.;.J.yG00gIc 



(.6) 



SOLUTION DE U QUESTION 262 

(iDlr l.Il.p. MM); 

Pia M. P. TARDY. 



L'équation 



(_^). = _;e,.. + iiÇ-^8: 



I.Ï.3 



6.,..+ . ..±6.,,. 



où n est an nombre entier positif, p une quantité quel- 
conque , et 

6 .^ fff — ■)■■■(''-" + ') , 

donnée par M. Catalan, n'est qu'un cas très-particulier 
de la formule générale du calctll des di0érences finies 

Il suffit de poser 
en cfl'ei , il viendra 
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en substituant dans l'équation (i), et eu intervertis- 
sant l'ordre des termes dans le second membre, nous 
aorons 



1.2.3... n 

z. (x+.)f[(^ + i)p-.]...r(:^+i)p-/.+ i] 

I 1.2.. . /I 

I "(«-■) (x+»)f[(»+3)f-i]...l(j+a);'-»+il 
^ 1.» i.a.3...» 

' ' i.a.3...n 

laquelle, pour X = o ^ devient la formule de M. Ca- 



ilBIHNilUPIIII. 

Tons l«s ouTTOget annoaGé* daiu les NomieUet Annalei de Mathinuiti^uet 
M trouient chei Mallet-Bichuisk, libraire, quai des Anguatioa, 55. 



PROGXAHHE DES LEÇONS DE GÉOMÉTRIE AATIOSDELLE ET 

APPLIQUÉE , professées en la Mairie de Gien , par 
M. C. Bertrand, directeur de l'Institution de cette 
ville. Première partie ; Géométrie plane rationnelle , 
suivie de la Géométrie de l'échelle et de la théorie 
de la règle à calculs. Gien; i853; in-8 de 68 p^es, 
I planche lithographiée. — Prix : 3 francs. 

L'avis qui précède ce prc^ramme renferme tant d'idées 
excdlentes, que je crois devoir le reproduire ïn extenso; 

H i,es sciences humaines , nées d'hier, sont encore au 
berceau; et cependant l'étude des parties déjà découvertes 
suffit pour absorber la vie entièrâ d'un homme laborieux 
et intelligent. On peut dire du monde de l'esprit, ce que 
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Pascal disait dn monde des corp : c'est une aphère infinie 
dont le centre est partout, et dont la limite n'est nulle part. 

» Les études géométriques se présentent sous ud double 
point de vue : spéculatif et pratique. Lorsque l'étude de 
la géométrie n'a pour objet que les applications de cette 
science k la vie ordinaire , elle se réduit à peu près à un 
petit nombre de tbéorèmes, dont le système rappelle 
l'humble nom de sou berceau : la mesure des choses ter- 
restres. Mais quand on la considère sous le point de vue de 
la spéculation , elle se présente comme un immense réseau 
de vérités remarquables dont les anneaux s'étendent de- 
puis les axiomes {dont l'évidence est une lumière qui 
efface tout autre moyen de cerUtude par Féblouissement 
despotique de son éclat), jusqu'aux limites inconnues de 
l'esprit bnioain. 

» Ainsi considérée, elle peut être regardée non-seule- 
ment comme un beau cours de logique formant un salu- 
taire aliment de l'intelligence de l'homme , mais encore 
comme un préservatif cei'tain contre les ennuis insépara- 
bles de tonte condition humaine. 

n Quand on observe la multitude innombrable des 
problèmes que cette science peut remuer, on est effrayé ■ 
de lamisèrederespritbumain,etderépaîsseurdes ténè- 
bres qui entourent l'enfance de son savoir et l'orgueilleuse 
vieillesse de son ignorance. 

» Il en est des découvertes dans les sciences conmie 
dans la géographie; la chance d'en faire de nouvelles est 
en raison inverse du nombre des navigateurs qui en ont 
déjà exploré l'étendue , avec cette différence que la géo- 
graphie s'arrête à notre cliétive planète, tandis que la 
géométrie s'étend au delà des limites du globe ! 

» Une erreur commune à quelques jeunes professeurs 
leur fait croire que ce sont eux qui font les élèves d'élite; 
hélas! non; bien au contraire, ces élèves d'élite arrivent 



edbyGoogle 



(»9) 
bien souveutà l'état de géomètres inTentenrs, malgré les 
soios de leur» maîtres. Cette erreur tient, en général, A 
ce que tel jeune bomme présomptueux , qui répète pen- 
dant quelques années les leçons de ses professeurs qui ne 
lui laissent presque rien à trouver seul, arrive trop promp- 
tement A se croire né géomètre! Fasse pour répétiteur. 

» Quand on étudie un cours de géométrie ; si l'on veut 
le rendre fertile pour soi-même, on doit, après avoir 
compris et appris la demonstration.de l'auteur, s'exercer 
à en trouver une autre à soi , sous peine de rester à l'état 
stérile de perroquet géométrique. 

» L'amour-propre mathématique est une espèce de 
vanité qui a deux travers d'esprit principaux : la manie 
de chicaner ou de pointiller sur des arguties prétentieuses 
-et stériles , et la manie de l'improvisation apparente de 
la résolution de certaines difficultés. Manie assez funeste 
chez ceux qui sont chargés d'apprendre k apprendre '. 

u II est bon de remarquer que l'on ne trouvait pas ces 
faiblesses chez les Laplace , les Lagrange , les Poisson , les 
Ampère, etc., de savante mémoire; mais qu'on les trouve 
chez ceux qui n'ont pas élevé les plus beaux monuments 
scientifiques de ce siècle; la mécanique céleste, le calcul 
des variations, la théorie de la chaleur et de l'électricité 
dynamique, etc. 

n Pour détniire cette manie, il suiEt de changer quel- 
ques conditions du problème que ces prétendus impro- 
visateurs yicnnenl de résoudre si v^te, et de leur de- 
mander la nouvelle solution, spontanément et presto. 
L'homme fait est souvent un vieil enfant. 

» On voit bien passer de tfmps en temps des calcula- 
teurs rapides , ou plutôt des machines à calculs , braves 
gens plus ou moins pdtres; mais on attend encore le pas- 
sage d'une machine géométrique, se mouvant avec une 
vitesse de plusieurs problèmes h l'iieure. 
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» Je me borne à dire au lectenr que le graud iNewton , 
qui cdchait aussi dans la synthèse les tàtonnemeots de 
80D analyse , se trahit un jour en disant : J'ai trouvé les 
lois du système du monde , en y pensant toujours. Dans les 
sciences comme dans les arts, le premier des inventeurs 
est le tâtonnement marie à l'expérience : union suhlime , 
qui couve le génie dans une mystérieuse incubation. 

» La Géométrie a du reste, comme toutes les sciences, 
ses fanatiques et ses détracteurs. J'ai toujours rencontré 
ses fanatiques parmi ces âmes ardentes qui cherchent avec 
enthousiasme la vérité. Quant à ses détracteurs , je les ai 
presque toujours rencontrés parmi ces hommes qui cher- 
chent k déprécier ce cfU'ils ne comprennent nullement, ou 
qui redoutent le compas dans la mesure de leur savoir (*) . 

» Je terminerai en redemandant encore une fois la tra- 
dnction , dans notre langue , des travaux des géomètres 
élrangers; et la rédaction, par une Commission compé- 
tente,, d'ouvrages nationaux pour renseignement des 
mathématiques dans nos lycées et institutions (avec révi-' 
sion tous les dix ans, par exemple), en l'escorunt d'on 
catalogue renfermant les énoncés de toutes les proposi- 
tions mathématiques actuellement connues (peut-être 
4 ou 5 mille au plus) , avec l'indication des sources on 
on les trouve démontrées ex-professo. Mais j'ajouterai 
que je n'attends plus l'exécution d'un ouvrage qui serait 
si utile aux jeunes intelligences, tout en rendant à cha- 
cun selon ses œuvres. La lumière n'est pas favorable à 
tout le monde; et certaines plantes ne prospèrent qu'à 
l'ombre. 

M Je finis en remarquant que la Géométrie a aussi sa 
métaphysique. Par exemple, en changeant de définitions, 
pourrait-on établir plusieurs série-s différentes de vérités 

( *) C'c»l cpU. m. Bertrand mot le doigl sur la plaid. 



edbyGoogle 



(3.) 
géométriques? Existe~t-il plusieurs sortes d'il 
surabilités? Quel est le meilleur enchainement possible 
des propositions géométriques? etc. Je conseille an lec- 
teur de ne s'occuper de ces questions philosophiques que 
dans ses moments perdus; il est à peu près certain d'en 
augmenter ainsi le nombre. ■» 

Mous partageons les voeux patriotiques de l'auteur, 
et, avec lui, son peu d'espoir de les voir réalisés ^*), 

La lecture de ce programme procure un plaisir instruc- 
tif; c'est un panorama géométrique. Les énoncés de 
ai4 théorèmes, méthodiquement classés, font connaître 
ou rappellent les richesses de la géométrie élémentaire 
moderne. 

« Notre intention est d'aider le lecteur laborieux et 
» intelligent à se rendre capable d'étudier seul la plus 
» grande partie des propositions déjà trouvées; et nous 
n ajouterons qu'un livre bien utile serait celui qui ren- 
» fermerait les énoncés seuls de toutes les propositions 
» mathématiques actuellement connues, et l'indication 
» des sources françaises et étrangères où on les trouve 
» développées» (page38). 

Ces ihéorèmes sont fondés sur des principes et entre- 
mêlés de corollaires, de problèmes et de réflexions très- 
judicieuses. Citons encore : 

n II y a généralement trois parties dins l'étude d'un 
» problème^ la mise en construction , la preuve et la dis- 
» cnssion . La mise en construction a pour but de lier les 
jt données à l'incomine par une série d'opérations in- 
n strumenules, idéales on eOectives, qui ont pour objet 
H de mettre l'inconnue en évidence. 11 n'est pas possible 

(*) Une telle CamraiaùoD n'est-elle paianuî utile que celle qui a pour 
miwoD deTecDeillirle«compliinte>et;ianu-i>eij/iqueron brailliit dui> 
lea orrefoun BU noyeD âge , von lequel ou nom pousse? Sam en «Toir 
l'inteotion, on défiit le i*ii* siècle, pour raneoir au eenre cbinoii.àla 
culture db laid idésl. • ' . Tu. 
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H de douner de règle générale pour U mise en construo 
u lion : c'est une aûaire de sagacité personnelle et de 
H génie. L'étude et la méditation perfeclionDent cette 
» aptitude naturelle* de l'esprit, mais elles ne sauraient 
» la donner. Le procédé le plus usuel consiste à supposer 
» le problème résolu et à s'eflbrcer de changer la dîffi- 
M culte (au moyen de lignes auxiliaires que l'on trace) 
» contre une autre plus facile à résoudre. La collection 
u des théorèmes peut être comparée à uue sorte de trous- 
u seau de clefs que l'on essaye aux serrures à secret de» 
Il problèmes. L'expérience et les lueurs de l'esprit dimi- 
B nuent le nombre des essais malbeareux, mais c'est 
» tout ce que l'on pçut espérer » (page i5). 

M. Bertrand, animé d'un esprit philosophique, aussi 
rare chez nos géomètres que l'esprit géométrique chez nos 
philosophes, a dressé avec beaucoup de logique le cata- 
logue des propositions de la géométrie d'Euclide , de la 
géométrie segmentaire, et des problèmes et conséquences 
qui s'y rattachent. La théorie des faisceaux anharmoniques 
manque. La géométrie de la règle de Lambert (*) et de la 
géométrie du compas de Mascheroni ne sont qu'esquis- 
sées. Nous louerons beaucoup le savant auteur de s'être- 
montré peu français, cd citant des noms jpropres et des 
données historiques. C'est d'un bon exemple. 

Loin d'être 6mise, ta pratique est enseignée comme 
découlant de la théorie, et l'on voit ici, pouc la millième 
fois, qu'une pratique raisonnée esi infiniment plus facile 
que l'empirisme tant prôné. La saine et véritable doctrine 
d'Euclide , expulsée-des lycées de nos grandes villes, s'est 
réiùgiée dans la maison communale de Gien. 

(') Il n'jaquela première puUe de cette géométrie qui soit iradiute. 
M. Bo>, >tudi«ai profeueur ittacbA au lycée de Loiil*-I».Gniiid , traduit 
la «Mande partie, qal lera insérée dnn* nna Àiuialci, 
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mmn solution m u «bistion 273 

Croit l.III.p.»«)i 

Par h. GILBERT (Psium), 

ÉlèTe à lUniTerailé de LoQTain. 

Le triangle ABC a un sommet fixe A , on oDgle con- 
sUnt A , les sommeu B et C sont sur une droite fixe. 
Quelle est l'enveloppe du cercle circonscrit au triangle? 

Soit XX' la^droite fixe. Du point A, sur celte droite, 
abaissons la perpendiculaire AU; soient O le centre du 
cercle circonscrit à ABC , OP perpendiculaire sur XX', et 
tironsOA,OB,OC.Ona 

OÂ=OB=OC, 

angle BOP = - angle BOC = ai^le BAC = A , 

OP = OB cos BOP = OA cos A , 
d'où 

OA _ I 

OP cos A* 

Le rapport ^^ est constant et > i ; donc le lieu des cen- 
tres O est une hyperbole dont A est un foyer, XSJla di- 
0vctrice correspondante, et dans laquelle le rapport de 

l'excentricité ac à Faxe réel aa est égal à -■ Son 

axe est dirigé suivant AD. 

Prenant sur AD un point S tel, que ^r- = 7 > S sera 

' T Su cos A 

l'un des sommeU de l'hyperbole. 

On a ensuite 

e:a=iSA:SD, 

in», dt Utilisai., t. XIII. (JsDTiv i8Sj.) 3 
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d'où 

c — fl : n = SA — SD : SD, r — rt = SA; 
donc 

_ SA SD 
* — S* — SD* 

Ponant cette longaenr sur l'axe, à partir du sommet S, 
on aura le centre E de l'h]rperbole , et le second fty^er A', 
en prenant EA' = EA sur cetle même droite. La branche 
de courbe qui répond au foyer A correspond aux posi- 
tions de l'angle A, dans lesquelles ses deux cdtés ou le» 
deux prolongements viennent rencontrer XX', et l'autre 
branche aux positions où l'un des ctléa e( le prolonge- 
ment de l'autre déterminent le triangle ABC. 

Cela posé , si le centre O du cercle circonscrit est sur 
la première branche , on a, par la propriété de l'hyper- 
bole, 

OA' — OA = na, ou OA' = OA + aa ; 

sur la seconde, on a 

OA — 0A'=2<i, ou OA' = OA — aa. 

Donc, si du foyer t^ comme centre, ettTun rayon aa, on 
décrit un cercle, il sera tangent au cercle mobile, car la 
disunce des centres sera égale k la somme des rayons 
dans le premier cas, à leiir différence dans le second. Le 
cercle est donc l'enveloppe demandée. 

Remarques. On y .arrive ansai en observant que \0 
corde d'intersection de deux cercles infiniment voisins est 
perpendiculaire à la sécante OO qui passe par leurs cen- 
tres, et qui a pour limite la tangente enO àThyperbole, 
de sorte que le point d'intersection limite , qni appartient 
à l'enveloppe, est sur la perpendiculaire AT à cette tangente 
en O, À une distance TM = TA. On reti'ouve ainsi le 
même cercle. 
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. Si A = 9© d^rés, cos A = o , - = oo , SD = o, l'hy- 
perbole se r^uït à la droite XX', et l'enveloppe à uii 
point, Bymëtriqne au point A , par rapport à XX'. 



SKIBirrUM SUR LB TRIiUlGLC INSCUT MHS 
\m CONIQUE. 

Thëoxème. l/u triangle étant inscrit dans une coni- 
que, toute sécante menée par le pôle d'un des côtés 
coupe les deux autres côtés en deux points polatrement 
conjugués. 

Démonstration. Soit ABC le triangle ioscrit; par le 
p6le de AB menons une sécante coupant le c6të BC en D et 
c6té AC prolongé en E ; soient F le point où la droite BE 
i-encontre la conique et G le point de rencontre des côtés 
opposés AB, CF du quadrilatère inscrit ABCF, et D' le 
point d'intersecUon des diagonales AF, BC du même 
quadrilatère. D'après une propriété connue, les trois 
points jy, E, G sont polaïrement conjugués , et D' G est 
la polaire du poïntE qui est but ia sécante: mais KAG est 
la polaire d'un autre point de la sécante, donc G est le 
pôle de la sécante DE^ mais G est aussi le pôle de la 
droite IVE, donc les poinu D et D' se confondent; 
donc D et E sont polairement conjugués. c. q. f. d. 

Corollaire i . Si la sécante est un diamètre conjugué 
au côté AB, le demi-diamètre est une moyenne propor- 
tionnelle géométrique entre OD et OE , O étant le centre 
de la conique. 

Corollaire 3. Connaissant trois points-d'une conique 
et le centre, le corollaire précédent fait connaître la 
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grandeur d'an demi -diamètre conjugué à l'un des c6t^ 
du triangle donné , et par conséquent on peut construire 
tous les éléments de la conique sans qu'elle soit tracée. 

Corollaire 3. Etant données cinq tangentes à une coni- . 
que ; au moyen du théorème de Newton sur le quadrila- 
tère circonscrit, on détermine le centre; parle théorème 
de Brianchon sur l'hexagramme circonscrit, on détermine 
les points de contact; l'on revient ainsi au corollaire 3. 

Corollaire 4 ■ Etant donnés cinq points d'une conique ; 
au moyen de l'hexagramme de Pascal , on détermine les 
cinq tangentes qui passent par ces points, et l'on revient 
au corollaire 3. 

Non. J'ai troaTéee théorème, réduit an coroIUire l", dan» l'onTrags 
aalvaul : Trallalo elementare di Ûsometria aiidiificd; pér Bafaele RubiDl. 
Nipoli, iB5l; in-^o de jgC pagea. C'eit l'œuvre d'un jeune homme, dédié 
k aon profeueur l'ortunata Padula , auMur d'uD Baccolia di prohUmi dl 
geemetria rltolali cou l'^aaliil algeirlca. La «impie démonslralion ir^mco- 
lal» du théorème m'a été doDuée par M. A. Mannhdm ; l'habile géomètre 
lient de Taire cooitruire une R^e à calcul crlindrtqae , plu* commode , 
plna exacte, que u régie plate (voir t. XII, p. 3^7), et plus porta- 
tire ( ■ ). NoDS remarquerons, k cette occasion, qu'i la Notice bibliogr^ 
phique doDDée par H. Benoit, tur ceiu rigle {voir t. XII, p. 3a8}, on 
doit ajouter l'ouTrage Viui tcoiarani logiiiicai lan, du célèbre Sc^er (Jean- 
André de), et qui ne ■• freiire pas h la Bibliothèque impériale. 



IXKRCIGII SUR UNS ÉQUATION MlfilUQtlB; 

Put M. KORALEK, 



Dans le célèbre Mémoire sur Uranus, M. Le Verner 
parvient à l'équation suivante : 

57973:* + 4951 *» + 58913;' 4- 3876* ■+■ 6943 = o, 

(*) L« théorème e«t dlédaus la Gêaniétrle aHaftiifue de HM. Bouquet 
etBriot(p. 970 >t on peut le déduire do théorème de DéMreuMtur l'in- 
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et il démontre que les quatre racines sont imaginaires ; et 
c'est ce que MM. Prouhei et Vincent ont aussi démontré 
d'une manière plus simple [Nouvelles annales, t. X); 
dès lors on peut appliquer à cette liquatiou la méthode de 
solution que jjai naguère indiquée {Nouvelles jénnalesy 
t. XI, p. 117). A cet effet, changeant x en — x, on 
obtient 

x" — 2 aa^ + bx' — -j-cx •{- d = o , 

5797 5797 5737 6797 

2a = 0,8540624 > 

b = 1,0163178, 
3^ = 0,4961187. 

d= 1,1975159. 

Soient a ±^/, a, ±^i( les quatre racines de cette équa- 
tion; posant 

on obtient l'équation 

i6^-86r'+(6'-4«-4d)r-fl6c + fl'rf + c' = oC), 
t. -._.{- ij~- ■■.^«"63 56 

6» = ^, 

5797 
J , 33554404655,5 

5797' 

-^ 1 on a 

5797 

(1) 16.* -47,i36.'- 1 i2,oi6356« + 33,5544o4«555 = o, 
( 2) p> — 2,9461^— 7,ooioa225i'-t- 2,097 15029159375=: o. 

(•) Il eiitle une (àut« typographique i au lieu de strf, ilfiuta'rf. 
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Faisant disparaître le demième terme eu posant 

on obtient 

(3) »'-9,89399425ï-6,69i785893906a5 = o; 

la solution trigoaométrique donne [Nouvelles Annales, 

t. ES, p. 374) 

7'"'^ 9,893994^1 -jr'sinSip^ — 6,6717859, 
j- = — 3,632078, • ,= + M»i6'56',3; 

donc les racines de l'^uaùon (3) 
s, =/-siD7, »j = r 810(60" — f). ïj = — rsin(6o"-f-f), 

oa 

*, = — 0,7105916, 
«, = — 2,729390, 
«, = + 3,43998». 

f^crification . 
*i + ïi-H si = o, *,Siï, = 6,671780; 
donc, exact à 6 millionièmes près. 

OusQt aux racines de T^quation (2) , on a 
.. = * + 0,982. 

doDC 

v, = 0,2714084, 

«,= — 1,747390, 

v. = + 4,421982; 
et, par suite, 

y-,- 0,04681877, 
7,= -o,3oi43oo, 
y, = 0,7628052- 
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Avec les valeurs de 

_)-, = — o,3oi43oo, 
on a ( l'ojrez 1. XI , p. 1 18) 



«, = -0,35556^5, 
p =4-0,8118180, 

p. = + 0,88.954a =(^1^-), 

servant de conir6le. 

Les racines de l'équalioD (1) sont couséqoemment 
<j ±p( = 0,8025989 ± 0,81 »8i8ov'ir7, 
«',± p,i = — 0,3755675 ±: 0,8819542 V^^. 



yèrijicc 



<"i \ r,= o, 



,6590483 

4io5io 

,7778437 

^057 '99 

,0163878 =;6=i,oi63878 



a'+p'+a;+p;4-4«' 

très-exact. 

a(. + a,)=;o,854o6a4= aa, 
(a) a,(a'+p')-(-«(«î+PÎ)=-t-o,a48o592 = <î=o,a48o593; 
exact à une unit^ décimale du septième ordre. 
(3) {«'-hP')W + P;)='.>975'55 = rf= 1,1975.59; 

trèft-exaci. 

On a donc , pour l'éqaation donnée , les quatre racines 

— 0,8026987 ±: 0,8118180 ^d7, 
0,3755675 ± .. ,881954?. v/37 . 
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Note du Rédacteur. 
Sur les équations ntunériçues à coefficienu approchés. 
Ce genre d'éqaatîoDs, les plus fréquentes qu'on ren- 
contre dans les malhémaiiques appliquées, et surtout en 
astronomie, présente une cliCBculté grave. Soit l'équa- 
tion 

ax" + ft.r + c = o ; 
supposons que i' — ^ac soit une quantité positive très- 
petite , les deux racines sont réelles. Pour peu qu'on aug- 
mente les coefficients a et c , le binôme i* — ^ac peut de- 
venir négatif, et les racines devenir imaginaires. Le même 
fait se présente dans une équation quelconque. La plus 
légère altération dans les coefficients peut faire passer des 
racines de la réalité k l'iniaginarité, et vice versa. Lors 
donctju'on a trouvé les racines réelles et imaginaires d'une 
équation dont les coefficients ne sont qu'approchés, com- 
ment savoir si Ton ne trouve pas d'auti-es résultats en 
poussant l'approximation plus loin? Exemple : Dans le 
Mémoire cité ci-dessus, on lit une équaiion du dixième 
degré, etlon indique quatre racines réelles approcîiées; 
ces racines procurent un facteur de quatrième degré, à 
coefficien ts approchés ; divisant l'équation donnée par ce 
facteur, on parvient à une équation du sixième degré, à 
coefficients approchés, et l'on démontre que cette équa- 
tion a six racines imaginaires (Nouvelles Annales, t. X* 
p. 89 et a^5) ; et de \k l'auteur du Mémoire conclut que 
l'équadon du dixième degré a aussi six racines imagi- 
naires. Celte conclusion , portant sur des coefficients ap- 
prochés, d'après les raisons exposées ci-dessus, ne me 
semble pas légitime. Ce point d'analyse, vu son impor- 
tance pratique, mérite d'6treéclairci. Du reste, M. Kora- 
lek a démonlré directement que cette équaiion du dixième 
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àegré n'a que quatre racines réelles, aîusi que nous le 
verrons prochainemcut. 



TlfiORIB G^ÉTRIQIB DE LA PARABOLE (*) ; 

P»» M. CBiM-is MÉRAY, ■ 
Élère du lye««5aiii[-Lauu (institulion Birbet). 



Définitions. 

J'appelle conique le lîeu des poiuis d'iutersection des 
rayons liomologues de deux faisceaux homographiques. 
Uf^g telle courbe est toujours rencontrée par une droite 
en deux points (réels ou imaginaires). Car ces points 
sont les points de deux divisions homographiques , tracées 
sur cette droite par les faisceaux générateurs. II s'ensuit 
fjae si autour de deux points quelconques d'une conique, 
onjait tourner deux droites mobiles se coupant sur la 
courbe, les faisceaux ainsijormés autour des points fixes 
seront homographiques. Car a un rayon de l'un corres- 
pond toujours un seul rayon de l'autre , ce qui est le 
caractère essentiel des faisceaux homographiques. 

Problème. Construire la tangente en un point donné 
de la courbe Jbnnée par les faisceaux o, o'. 

Soient m le point donné, et n/ te point infiniment voisin; 

nimf est ta tangente demandée : la droite om o f* -^ om'.o'm 
passe par u, point d'intersection des rayons qui, dans 
chaque faisceau , correspondent à la droite o(/ considérée 
comme étant un rayon de l'autre; rayons que la théorie 

( * ) Ce qui est etilre guillemets do te Irouvnit pai dîna la eomiiosilioii 
(irracnléc au ernnd concours de i85î (wiirt. XII, p. 3i/(,'. 



edbjGoogle 



(4«) 
des faisceaux homographiqucs appicud à construire 
{^Géométrie supérieure, n"* .111 et 414) ; de plus , dans 
le quadrilatère omo'ni', la diagonale oo' est coupée 
harmoniquement par les deux autres qui sont mm' et 

om' o'm'; om'c/m'y donc, pour avoir la tangeute deman- 
dée, menez mu et prenez la conjuguée harmonique de 
cette droite par'rapport à mo et mo'. On voit, parce qui 
précède, que les draîles ocd, o'u, sont les tangentes à la 
courbe aux points o, o'. 

.Soient 0,(y ces tangentes, M la tangente k la courbe 
au point m; a, o'ses points d'intersection respectivement 
avec O et (y ; a, a' les traces des rayons om, o' m respecti- 
vement sur O et (y. Les quatre points a, a, o, M sont en 
rapport harmonique : on a donc l'équation ^ 



les points mobiles «,- a divisent donc homographiquement 
la droite O [Géométrie supérieure, n° 161, équ. (2)]; il 
en est de même pour les points a', a' relativement à la 
droite C; mais les points «, o' appartiennent évidemment 
à deuï divisions homographîques formées sur les droi- 
tes O, (y, par les faisceaux o, o' : donc les points a, o' 
divisent homographiquement les droites O, O*; par con- 
séquent : toute conique est l'enveloppe des droites qui 
joignent les points homologues de deux divisions homo- 
grapkiques. Donc, d'un point quelconque 1 on ne peut 
mener que deux tangentes (réelles ou imaginaires) à 
une conique. Ces tangentes sont les rayons doubles des 
faisceaux homographîqdcs ii7, >a'. La réciproque de ce 
ihéorènic se démontrerait aisément, par des raisonnc- 
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mcDls lout à fait corrélatifs à ceux-ci. Il n'y aurait qu'à 
remplacer, dans la démonstraiioa précédente, les points 
par des droites, et réciproquement. 

Je pourrai donc, dans ce qui suit, prendre aussi pour 
définition des coniques cette dernière propriété. 

Les coniques se partagent en trois genres bien diffé- 
rents par ta comidération de leurs points situés à l'infiui. 

Je suppose que l'on transporte un des faisceaux généra- 
teurs parallèlement à lui-même, de manière que soncentrc 
coïncide avec celui de l'autre. Il peut se présenter trois cas : 
les rayons doubles peuvent être réels et dilTércnts , imagi- 
naires, coïncidents. Dans le premier cas, les points de la 
courbe litués à l'infini sont réels et diâérents, la courbe 
a deux asymptotes réelles parallèles aux rayons doubles, 
c'est une hyperbole; dans le second cas, tes points à l'in- 
fini sont imaginaii'es , la courbe est une ellipse i enfin, 
dans le troisième cas , les points à l'infini coïncident et 
la courbe est une parabole. On voit par là que la para- 
bole est tangente à la droite de l'infifii. Puisque la droite 
de l'infini est une des tangentes de la parabole, les divi- 
sions homo graphiques, tracées sur deux tangentes fires 
par une tangente mobile, sont semblables, car, dans 
ces divisions, les points à l'infini , dans chaque division , 
sont homologues {Géométrie supérieure, a" \^). La réci- 
proque est évidente. 

Si l'on transporte, où on le voudra, dans le plan et 
parallèlement a eui-mèmes les faisceaux générateurs 
o, cf, la conique correspondante restera toujours homo- 
itiétiqœ à elle-même , et l'on peut remarquer que l'angtc 
des rayons doubles des faisceaux dont tes centres coïnci- 
dent et dont j'ai parlé plus haut, n'a pas changé, et que 
r^iproquement si cet angle est constant dans le mouve- 
ment , la forme de ta conique ne change pas. Donc : deux 
hyperboles ffiU ont même angle asymptotitfite sont scm- 
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blables; et, par suite, deux paraboles quelconques sont 
semblables, puisque., daus ce cas, cet angle est toujours 
nul. Je ferai remarquer que chaque couple de ces rayons 
doubles forme une conique semblable à une des coniques 
engendrées par les faisceaux o , (/. 

Équation générale de ces courbes en coordonnées 
rectangles. 

n Une des équations qui expriment l'homographie des 
» faisceaux oct o' est, commeonle sait, 

sinfA.M) ,sin(A',M'} ,^. ^ . ,. ,„ , 

n A , B, M sont dans le faisceau o les homologues respec- 
» tifs de A', B', M', dans le faisceau o', et > est une con- 
» stante quelconque. Je prends pour axes une parallèle et 
» une perpendiculaire à o</; si et, p, o', ^', fi, |/, sont 
» les angles que font, avec l'axe des x, {p</)i A , B, A', 
» B', M, M', l'ëquati on précédente s'écrira 

gJD (p. — a) _ iin{it'~a') 
Sii.(^-P) sin{p'-.p')' 

H OU, si l'on désigne par (a, J), (a', h), (j:,_j'),les coor- 
M données des points o, o', m. 
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u Cette équation est toujours du second degré, ce 
i> qu*on pouvait prévoir, car la courbe est toujours coupée 
R par une droite en deux points. Nous verrons plus bas 
11 comment elle se simplilie, par un cboix convenable 
u d'axes. On voit de suite, par cette équation, que si la 
M conique se réduit à deux droites, la fonction du pre- 
» mier membre se décomposera en facteurs du premier 
u degré. Il n'y a qu'à prendre dans l'équation précédente 
n oo' pour A et A'. Réciproquement, toute courbe du se- 
rt cond degré est une conique, car j'ai démontré plus 
H haut qu'une courbe jouissant delà propriété d'être tou- 
o jours coupéepAr unedroite en deux points en était une.» 

Les belles propriétés des quadrilatères et hexagones 
inscrits ou circonscrit» à des coniques, sont trop connues 
pour qu'il soit besoin d'en parler ici, je les admettrai 
donc; du reste, ces propriétés découlent immédiatement 
des définitions précédentes. 

■ Théorie des pôles et des polaires. 

PaOBLÈHE. On donne une conique £ et un point X dans 
Je plan, par ce point on mène utte droite quelconque A; 
soient t , f les points (réels, imaginaires) de la conique 
situés sur A , et X' le conjugué harmonique de X par rap- 
port à e, f j on demande le lieu de W quand on fait 
moiavù' A autour de ï. 

Soient o, o' les faisceaux générateurs; les rayons homo- 
logues M, M' de ces faisceaul: tracent sur A deux divisions 
bomc^aphiques dont les points doubles sont t et <f; mais 
^Géométrie supérieure, n° 267) quand deux divisions ho- 
mt^aphiques sont formées sur une même droite, le conju- 
gué harmonique d'un point de la droite par rapport aux 
points doubles est le même que le conjugué harmonique 
du même point par rapport à ses deux homologues, quand 
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on le considère comme appartenant successivement aux 
deux divisions; or le lieu de ces points homofoguesse com- 
pose actuellement de deux droites, qui sont dans le second 
et le premier faisceauleshomologuesdeoX, o'^, consid^ 
rées comme appartenant au premier et au second : donc 
/e lieu demandé est la polaire du point i par rapport à 
ces droites. Celte droite est appelée la polaire du point A 
par rapport à la conique 2. On conclat facilement de ce 
raisonnement, que dans tout quadrilatère inscrit à une 
conique, chaque diagonale est la polaire du point d'in- 
tersection des deux autres diagonales. Si l'on considère 
une conique comme l'enveloppe des droites qui joignent 
tes points homologues de deux divisions homographiques, 
ou verra par un raisonnement corrélatif au précédent, 
que si l'on a une conique £ et une droite A , et que de 
chacun de ses points on mène deux tangentes E, 4> ^ 
la courbe £ , l'enveloppe de la conjuguée harmonique A! 
de A par rapport àF.y'P est un certain point Jixe. Ce 
point est appelé le pôle de la droite A. Ce raisonnement 
ferait voir (acilement que dans tout quadrilatère circon- 
scrit à une conique, le pôle d'une diagonale estlepoint 
d'intersection des deux autres diagonales. Remarquons 
aussi que la polaire d'un point est la droite qui joint les 
points de contact des tangentes à la courbe issues de ce 
point, et c{ue le pâle d'une droite est le point de concours 
des tangentes menées aux points d'iniersectioh de la 
droite et de la courbe. Cela posé, il est visible qu'une 
droite A est la polaire de son pôle 1. 

La polaire A d^un point \ contient le pôle n d'une 
droite quelconque H qui passe par le point i ; car, soient 
e, ^ les points d'intersection de la conique avec A, le 
conjugué harmonique t; de AH, par rapport à c et 7, jouit 
de la propriété de diviser harmoniquement, conjointement 
avec la conique et la droite FI, deux droites qui sont A et 
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■sk. Donc , ^1 un point ilcirit uni: droite, sa polaii't: ,■ par 
rapport à une conitjue Jlxe, enveloppe un point, et réci- 
proquement. « On aurait pu parvenir par une autre voie 
H égalemeut simple , aux propriétés des pôles et des po- 
■ laires ; car soient un point > , les tangentes E, 4> issues 
B de ce point à une conique , e , if leurs points de contact , 
« et A la corde de contact; le triangle Xf^ est un véritable 
» quadrilatère inscrit à la conique, deui càtés coïncident 
B sur A ; donc, en vertu du théorème de Desargues, une 
n sécante M coupe la conique et le quadrilatère en six 
» points en involution ; deux pointa conjugués coïncident 
' « sur A , et si la sécante passe par le point X , deux autres 
u points conjugués coïncideront avec X. Ces points sont 
n donc les points doubles de l'involulion ; par suite, ils 
it sont conjugués harmoniques par rapport aux points 
B d'intersection de la sécante avec la conique. On démon- 
B trerait tout aussi facilement la seconde propriété, en 
» considérant le triangle E *I>A comme un quadrilatère 
B circonscrit. Mais ces solutions ont l'inconvénient d'être 
> moins directes que les précédentes ; on n'en peut pas 
n tirer immédiatement les propriétés des quadrilatères 
» inscrits et circonscrits ^trouvées plus haut, u 

Deux points sont dits conjugués quand la polaire de 
l'an passe par l'autre, et deux droites sont dites conju- 
guées quand le pôle de l'une est situé sur l'autre. Si l'on 
conçoit tous les couples de points conjugués situés sur une 
droite A, ces poinu forment deux divisions hotnogra- 
phiques en involution , dont les points doubles sont les 
points d'intersection de la conique avec la droite A. Si, de 
nème, on conçoit tous les couples de droites conjuguées 
passant par nn point a, ces droites formeront autour 
du point deux faisceaux homographiques en involution , 
et les rayons doubles seront les tangentes à la conique 
issues du point a. Quand on a deux faisceaux homogra* 
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phiques en iiivoluliou , il existe toujours un système de 
deux rayons conjugués rectangulaires; et s'il y en a plus 
d'un, tous les rayons sont respectivement perpendicu- 
laires à leurs conjugués [Géométrie supérieure, n°* 219 
et 250). Donc , en chaque point du plan d'une conique 
il y a un système de deux droites conjuguées rectangu- 
laires. Je parlerai plus bas des points remarquables autour 
desquels une droite quelconque est perpendiculaire à sa 
conjuguée. 

Du centre et des diamètres. 

Si l'on considère le point dont la polaire est i l'infini 
(ce point existe toujours, car une droite n'a qu'un pôle, 
et, par conséquent, ce p61e ne peut pas être imaginaire), 
on voit facilement qae, dans l'ellipse ou l'hyperbole, ce 
point n'est pas à l'infini, car ces courbes ne sont pas tan- 
gentes à la droite de l'infini ; qu'd est le milieu de toutes 
les cordes quiy passent, c'est-à-dire le centre de la courbe ; 
que le lieu des milieux des cordes parallèles à une direc- 
tion donnée est une droite qui passe par le centre, c'est- 
à-dire que dans ces courbes tous les diamètres sont des 
droites. On vohàe plus nue, dans l'hyperbole, les asymp- 
totes passent par le centre. Deux droites conjuguées pas- 
sant par le centrejouissent évidemment de cette propriété, 
que l'une divise en deux parties égales tontes les cordes 
parallèles à l'autre , et réciproquement : ce sont des dia- 
mètres conjugués. Il suit de U que les ellipses et les hy- 
perboles ont toujours deux axes de symétrie : ce sont les 
droites conjuguées rectangulaires qui passent par lecentre. 

Dans la parabole , aucun point de son plan ne peut être 
considéré comme en étant le centre, car si ce point existe, 
il sera évidemment le pôle de la droite de l'infini -, et comme 
ce pôle est situé sur la courbe (puisque la parabole est 
tangente k la droite de rinfini), il ne peut être le milieu 
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des cordes qui y passent. Il est donc inexact de dire quK 
la parabole a un centre à Tnifini , car cela reviendrait à 
dire que certaines droites coupent cette courbe en trois 
points ('*). Tons les diamètres de la parabole sont des 
droites qui passent par le point de contact de la courbe 
et de la droite de l'infini , et cette courbe n'a qu'une axe 
de symétrie. 

Quand on a deux faisceaux liomographîques en invo- 
lution , il existe les relations suivantes : 
■ „ Mn(E.M) _ sin(E. M') _ \ 

' ■ sin(F.M)~' ~sin(F,M')' ' 

, sin(A,M)sin(A,M') _ 
*" •in(A',M)sin(A',M')~'^'"' 
3". taDg(0,U).tang(0,M') = coi]st. / 

Dans la première équation, E, F sont les rayons doubles, 
M, M' deux rayons conjugues quelconques; dans la 
deuxième, (A, A') , (M, M') sont deux couples quel- 
conques de rayons conjugués ; dans la troisième, O est un 
rayon perpendiculaire à son conjugué, et (M, M') un 
couple quelconque de rayons conjugués. Donc, puisque 
dans les ellipses et les hyperboles , les diamètres conju- 
gués forment deux faisceaux en involution, ces trois équa- 
tions seront autant de propriétés de ces diamètres. Les 
deux dernières fournissent la relation connue qui existe 
entre les coefficients angulaires de deux diamètres conju- 
gués d'une ellipse ou d'une hyperbole rapportée à deux 
diamètres conjugués quelconques, à savoir 



La dernière se rapporte au cas où les axes de coordonnées 
seraient les axes niâmes de la coiube. Dans le cas de l'hy- 



(') NoDi n'admellons pas celle aMerlion , le n 
signification ordioalre. 

Ann. it ISatMmat., t. XUI. (Févrlcri8S4.) 
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perbole , les rayons doubles des faisceaux en iDvolulion 
formés parles diamètres coujugués soat les asymptotes j et 
si l'on rapporte la courbe à ces droites, l'équation i" 
fournira , enire les coefficients angulaires m , m' de deux 
diamètres conjugués , la relation aussi connue 



Si dans l'ellipse ou l'hyperbole on joint un point de la . 
courbe aux extrémités d'an diamètre , ces droites seront 
parallèles à deux diamètres conjugués; il existera donc, . 
entre les aogles que font ces droites avec le diamètre fixe 
et son conjugué, les relations (i); et si l'on exprime dans 
a° ou 3° les rapports de sinas au moyen des coordonnées 
du point , on aura l'équation de la courbe rapportée à 
deux diamètres conjugués ou aux axes; on trouvera 



MetN sont de mêmes signes si la constante est négative, 
et de signes contraires si elle est positive. Pour la para- 
bole, des considérations analogues donneraient 

r r _/ y 



{x,j), (x',y') étant deux points de la courbe rapportée 
à un diamètre et k la tangente k son extrémité, ou bien 



Propriétés des points tels que, autour de l'un d'eux, 
une droite quelconque est perpendiculaire à sa con- 
juguée. 

Soient une conique £ et un quadrilatère circonscrit, 
dontlescouples de sommets opposés son ta, a'; b.,y\c,c/\ 
menons d'un pointa les droites aa, aa\abyeibf,ac,eic', 
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^1 les tangentes' M , M' à la courbe; si Ton prend les deux 
droites E, 4*, qui sont conjuguées harmoniques à la fois, 
relativement n aa, xa' et M, M', elles le seront aussi par 
rapport à «&, a&'etac, ac, puisque, en vertu d'uuihéo- 
' rème connu (le théorème corrélatifde celui de Desai^oes), 
trois quelconques des couples «a, «a'; ai, «f; etc^ac':, 
M, M' sont en involiition ; par conséquent, sj on prend les 
points d'intersection e, ip de E, 4>, avec une diagonale quel- 
conque, &&' par exemple, et. qu'on fasse varier le pointa, ■ 
les points leb que c , f formeront sur cette droite deux 
divisions faomograpbiques en involution , dont les points 
doubles sont b et U. On peut donc affirmer que si, pour 
chaque point a daplan ,ilexiste deux droites conjuguées 
telles, que leurs points d'intersection avec une droite Jîxe 
forment deux divisions homographiques en involution, 
ces droites jouiront de la même propriété relativement à 
chacune des diagonales d'un quadrilatère circonscrit à 
la conique, dont deux sommets opposés sont les points 
doubles de ces divisions en involution ;eiV on peutobserver 
que les pointsdoubles des divisions en involution formées 
sur ces dernières droites , sont les sommets du quadrila- 
tère. 

Si en chaque point du [dan d'une conique, on conçoit 
les droites conjuguées recungulaires qui y passent, ces 
droites forment, sur la droite de Tinâni, deux divi- 
sions en involution. Soient p, ç les points doubles ; si de 
rea points on mène des tangentes à la conique, on for- 
mera un quadrilatère qui , en vertu du théorème précé- 
dent, jouira de la propriété, que les deux autres diago- 
nales seront divisées en involution par les droites conju- 
guées rectangulaires. Comme, dans tout quadrilatère 
circonscrit, le point d'intersection de deux diagonales est 
le pôle de la troisième, et que, dans tout quadrilatère, te 
si^ienl compris entre deux sommets opposés est divisé 

4- 
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harmoniqucmcnt par les dcax autres diagonales, les deux 
droites gui, conjointement avec la droite de l'infini, 
jouiront de la propriété éCêlre divisées en involution 
par les droites conjuguées rectangulaires, seront les axes 
de la conique, et sur chaque axe, les points doubles se 
ront de part et d'autre du centre et à égales distances. 
Je désignerai. ces points par f^Ji'-ifif, ■ 

Étant donnée une droite, il y en a toujours une autre, 
et une seule, qui jouit de U propriété d'être à la fois 
conjugnée et perpendiculaire à U proposée; car cette 
seconde droite s'obtient en prenant le pôle de la pre- 
mière, et en abaissant de ce point une perpcndicnlaire 
sur cette dernière droite. Si donc a, a, sont tes points 
d'intersection d'une droite A avec les axes d'une co- 
nique; a', a\ les conjuguées de ces points respective- 
ment par rapport à ffi, fj\'^ la droite A', qui passe 
par a', a',, est conjuguée et perpendiculaire à A; car, 
soient a, a' le point d'intersection de A arec la droite de 
l'infini et son conjugué par rapport aux points que j'ai 
appelés p, f ; les trois points a', a\ , a' scmt en ligne droite 
{Géométiie supérieure, n" 319) ; ce qui prouve d'abord 
que A, A' sont rectangulaires, puisque ces droites passent 
respectivement par a, a', et ensuite qu'elles sont conju- 
guées , puisque la conjuguée de A jouit de la propriété de 
passer par a' et a', , Si l'on faisait la perspective, on retom- 
berait sur cette propriété connue , que « si Ton a un qua- 
j> dnlatère mm'nn' cinonscrit à una conique et une 
D droite A , le pôle de cette droite et tes points conjugués 
« harmoniques de A, mm', A, nn\ respectivement par 
n rapport à m, m' et n, n', sont en ligne droite, oaqac 
n le lieu des pâles d'une droite par rapport à toutes les 
n coniques inscrites dans le même quadrilatère est une 
» droite. » Il suit de là que si ton prend sur un axe deux 
points a , a' conjugués harmoniques par rapport aux 
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ffomts /, f, qui s'y trouvent, un point quelconque de la 
circonférence décrite sur aa' comme diamètre, jouira 
de la propriété que , n on le joint à a et a' , onauradeux 
droites conjuguées rectangulaires : donc , relativement à 
tua quelconque des points désignés par f, _/",, f^ f„ 
deux droites conjuguées sont rectangulaires, puisqu'on 
peot ctHuidérer ces points comme étant des cercles infi- 
niment petits. Ces points remarquables sont appelés les 
Jbyersdela conique. Il est évident, par ce qui précède, 
qu'il d'j en a que quatre, et que deux sont réels et deux 
imaginaires. 

Si deux faisceaux en involution sont formés par un 
angle droit tournant autour de.son sommet, leurs rayons 
doubles ibnt , avec une droite quelconque , des angles dont 
les tangentes sont +i, — i {Géométrie supérieure, n^lSI). 
Cette propriété appartient donc aux tangentes à une co- 
nique issues de l'un de ses foyers. 

Si donc a, ^ sont les coordonna d'un foyer d'une 
conique, les tangentes issues de ce point auront pour 
équations (les axes étant rectangulaires] 

{*-») + {r-P)' = o, 

(x-«)-(j--p).' = o; 
l'équation de la conique sera donc de la forme 

(^_,).+ (j._p). + lX>=o, 

X := o étant l'équation de la corde des contacts. 

Cette propriété remarquable dont jouissent les tan- 
gentes à une conique issues de l'un de ses foyers , de faire 
avec une droite quelconque des augtes dont les tangentes 
sont -l-i et — I , peut servir à déterminer les foyers. Pour 
cela , il faut chercher l'intersection des axes avec les tan- 
gentes, ce qui est facile; car, si l'on prend deux tangentes 
A, A' symétriques par rapporta un axe, une ungentc 
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Biobile tractira snr etigs deux divisions homographiques 
qui pouiTont s'exprimer au moyen d'une équation très- 
simple ; une seconde équation sera fournie par la condi- 
tion que les tangentes en question font avec la droite A , 
par exemple, un angle égal à arc tangi; les positions des 
tangentes qui passent par les foyers seront donc bien dé- 
terminées par ces deux équadoos, et en prenant leurs 
intersections avec Taxe, on aura les foyers ; de même pour 
l'autre axe. On trouve ainsi que , dans l'ellipse et l'hyper- 
bole , les foyers ne sont pas à l'infini , et que dans la para- 
bole, il n'y a qu'un foyer réel non à l'infini. 

Si d'un point a on mène à une conique deux tangentes 
M , M', et des droites à deux foyers conjugués quel- 
conques,/^ f par exemple, les angles (M, M'), {af,aft) 
ont même bissecirice. Car, si on joint le point a aux points 
p,q,cea deux droites et les quatre autres forment un fais- 
ceau en involuûon; mais les angles {ap, aq), (M, M') 
on t évidemment même bissectrice ; il en est donc de m£me 
des angles («/'j 'î/'i), (M, M') {Géométrie supérieure, 
n° 247). 11 suit de là que la tangente est également 
inclinée sur les droites qui joignent le point de contact à 
deux foyers conjugués. On en déduit immédiatement 
que 

a/-^ it/i =; const. 

(a étant un point de la courbe). 

Le produit des perpendiculaires abaissées de deux 
foyers conjugués sur une tangente quelconque est con- 
stant. En effet, le produit des distances des points />, q à 
eette droite est constant, puisqu'il est propoitîonnel au 
produit des tangentes des angles qne fait la tangente pro- 
posée avec les droites qui joignent le point de contact anx 
points p, q; et dans tout quadrilatère circonscrit à une 
conique, on sait que le produit des distances d'une tan- 
gente à deux sommets o|^scs est au produit drsdielanres 
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de cette menu droite à deux autres sommets opposés , dans 
uQ rapport constant. 

La propriété que possM«it toutes les coniques confo- 
cales d'être tangentes à deux mêmes droites, rend évi- 
dente cette proposition, que, quand on fait tourner au- 
tour de son sommet un angle de grandeur constante, 
les rayons doubles des faisceaux komographiques for- 
més par ses cdtés sont toujours les mêmes, quelle que 
,soil la grandeur de l'angle. Car, soient une conique 
X^fun de ses foyers réels, et (A, A') un angle dont le 
sommet est en y*; si on fait tourner tout le système au- 
tour du foyer et d'un angle quelconque , le rapport anhar- 
moaîque de A , A' et des deux tangentes i la conique ne 
changera évidemment pas, et les équations de ces der- 
nières droites resteront toujours les mêmes. Le théorème 
est donc démontré. 

Nous avons vu plus haut que toute conique a au moins 
un foyer réel non à l'inâni ; iisuîtdelàque toitte conique 
peut être placée sur un cône à base circulaire. Car, soient 
/le foyer de la conique proposée, F sa polaire; que l'on 
mène par le foyer un plan perpendiculaire k F, et que, 
dans ce plan, on décrive un cercle dont le centre soit le 
pied delà perpendiculaire abaissée du foyer sur sa polaire , 
et le rayon la longueur de cette perpendiculaire : d'un 
point quelconque u de ce cercle, on verra sous un angle 
droit le segment compris entre deux points conjugués si- 
tués sur /> ; si ou fait la perspective sur un plan parallèle è 
celui qui passe par ùi et F, la courbe obtenue ainsi sera 
une conique , et comme toutes les droites conjuguées pas- 
sant par son centre sont reclangulaires , ce sera un 
cercle. 

11 résulte immédiatemen t de l'équation aux foyers obte- 
nne précédemment, que la dislance d'un point d'une 
conique à un foyer est une fonction i-ationnelle, enlièiv 
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et du premier degré des coordonnées de ce point, et 
que fe rapport de celte distance du même point à la 
polaire du foyer est le même pour tous les points de la 
courbe. 

Cette dernière propriété peut se démontrer autrement, 
et pour cela établissons deux lemmes préliminaires. 

n 1°. Si7'on mène A une conique des tangentes aux 
» extrémités d'un axe, elles intercepteront sur une tan- 
» gente quelconque un segment qui sera vu d'un Joyer. 
a situé sous un angle droit. En effet, soient A, A', a, a', 
u M, m', y, F les tangentes aux extrémités d'un axe, 
» leurs points de contact, la tangente mobile, son point 
n de contact, le foyer, sa polaire-, le faisceau obtenu en 
» joignamie foyer y aux points a, A M, m, M Festhar- 
» moniqiie,et les deux droites /AM, /A F sontrectan- 
» gutaires comme conjuguées relatives aux foyers; donc 
»_/"AM est bissectrice de l'angle {fa, Jrp); de même 
Il /A' M est bissectrice de l'angle {fa',fnt) : le ibéorème 
» est donc démontré, puisipie les dçux angles sont adja- 
II cents et supplémentaires. Ce théorème fait voir que, 
M dans la parabole, le lieu de la projection dtif<yersur 
i> une tangente mobile est la tangente au sommet. 

» 3°. Si on prend sur l'axe aa' d'u»e conique un 
M pointy et la polaire F, et qu'en y on élève sur aa' une 
H perpendicuiaù-e G, une tangente quelconque M cou- 
D pera G et F en deux points G M , F M, tels que l'on 
u aura 

/,GH 

— =; — = const. , 
/,rM 

Il J étant un foyer situé sur l'axe aa'. En effet, le fais- 
n ceau/AM, /G M,/, A' M, /, F M est harmonique; 
u mais l'angle des deux droites /A M, /A' M est droit 
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n d'après le lemme prêchent; donc /A' M est biseec- 
» Irice de l'angle des deux droites yM G, /MF; par 
» cODSJquent, 



/M G 

/Ûr 

n g éUut le pied de la polaire sur l'axe. 

» Cela posé, .prenons le fojery pour le point y^ et 
» abaissons du point m une perpendiculaire mp sur F; 
> les deux triangles /mp , J" GM FM sont semblables 
» comme ayant les angles égaux, puisque le quadrilatère 
» JmMFp est inscriptible , les angles (/ni, y MF), 
• {pm, F) étant droits; donc 

mp a' g'' 

» la polaire du foyer est donc la directrice. On voit faci- 
n lement que, dans la parabole, ce rapport est égal k 
» l'anité. n 

Pkoblèhb. — Faire la perspective S d'une conit^ueX, 
de telle sorte que les perspectives f, f, de deux points 
donnés <f, 7, dans le plan de^, soient les foyers de S. 

Construisons le quadrilatère circonscrit à la conique £, 
dont deux sommets opposés sont f, fi; soient n, Xy^tf'i 
les deux autres sommets decdtés opposés ; soient aussi d, a' 
deui points conjugués harmoniques par rapporta n, x- 
il existe dans le plan S, deux points u, Ui, d'où l'on voit 
sous un angle droit tous les segments tels que a, a'. Que 
l'on décrive sur u, «i comme diamètre, et dans un plan 
perpendicnlaireauplanS une circonférence de cercle, tous 
ses points jouiront de la même propriété que c» et u, ; 
qu'on prenne un de ces points o, et qu'on fasse la per- 
spective sur un plan parallèle au plan o n;( , le pi-oblèroc 
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sera résolu. On peut opérer de la même manièrt! sur ^,fi',. 
On voit par ce qui précède que le problème est impos- 
sible, quand les tangeutes menées de l'un des points n , j(^ 
à la conique sont réelles et ce coïncident pas; car, dans 
ce cas, ti) , Cl), sont imaginaires. On voit aussi qu'il j a 
deux systèmes de solutions (*). 

« Observation. — Ce problème ne diffère pas de celui- 
» ci, résolu par M. Cliasles : Faim la perspective d'une 
H conique, de telle sorte qu'un point devienne unjbjrer 
H et qu'une droite passe à l'infini, La droite eu question 
M est ït^, M 

• Dans toute parabole, la sous-nonnalc est constante. 
Soient n le pied de la normale au point m , t celuîde la 
tangente , fie foyer, a le sommet , p le pîed de la perpen- 
diculaire abaissée demsur l'axe ;n/r est la sous-normale: 
les deux points p, /forment sur l'axe deax divisions lio- 
mograpbiques , puisqu'ils sont k égales distances du point 
a; mais les deux points n et f forment aussi deux divi- 
sions bomograpbiques , puisqu'ils sont à égales distances 
du foyer; donc nelp forment aussi deux divisions homo- 
graphiques : les points doubles de ces divisions coïncident 
évidemment et sont à l'inËni; le théorème est donc dé- 
montré. (Géométrie supérieure , n" 169.) 

Les tangentes menées à la parabole d'un point de la 
directrice sont rectangulaires. Soient or, M, M', m, m', 
F, y, A le point donné sur la directrice, les tangentes à la 
courbe menées de ce point , leurs points de conUct, la di<- 
reclrice , le foyer et l'axe : la tangente M est sur /m et sur 
l'axe; donc elle est la bissectrice de l'angle {F,af), ptiis- 
que les côtés de cet angle sont respectivement perpendicu- 
laires aux droîtesA ety>n. Il en est de même pour M', rela- 
tivement au supplémentaire de l'angle (F, «y); donc, etc. 
(') Commenl celle belle bdIuIidii n>-l-cl1c rns alliré l'utlenlioa do 
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Je citerai encore une propriété remarquable des foyers. 
Soient deux tangentes O, O' a une conique, el un point 
cxiérieur a-, si l'on mène une tangente mobile qui coupe 
O et O' en m ei m', les deux droites a tn, am' forment 
deux faisceaux homographiques dont les rayons doubles 
«ont les tangentes à la conique issues de ee; donc, si « est 
un foyer, V angle m x m' est constant. Comme dans la 
parabole , les divisions formées sur les tangentes fixes sont 
semblables: l'angle constant miz/n' est égal à l'angle formé 
par les tangentes fixes; donc /c cercle circonscrit à un 
triangle circonscrit à la parabole passe au foyer. 

Cinq conditions sont nécessaires pour déterminer une 
conique (les centres o, o' des faisceaux générateurset trois 
points de la courbe); mais s'il s'agit d'une parabole, 
quatre suffisent; car on sait que la courbe est tangente à 
la droite de l'infini. 

Noie du rédacteur. — Cette pièce a été présentée au 
grand concours de i853, et nous regrettons vivement 
qu'elle ait été écartée de prime abord comme ne rentrant 
pas dans les termes du programme. Celte composition a 
un tel cscbet de supériorité, qu'elle méritait sinon te 
premier prix , au moins d'âtre couronnée bors raUg. 

Les prix d'honneur viennent enfin d'être officiellement 
publiés. On ne saurait trop applaudir à cette excellente 
détermination. La composition couronnée en Matliéma* 
tiques supérieures représente une bonne leçon, fidèle- 
ment répétée, nettement rédigée et méritait une bono- 
rable distinction. Nos regrets n'en subsistent pas moins. 
Pourquoi n'avoir pas accordé deux premiers prix? et sur- 
tout pourquoi n'avoi r pas accordé la plus légère approba- 
tion au milieu de huit accessits, à un travail du premier 
ordre; travail d'écolier, exécuté dans un temps limité^ 
el qui ferait honneur à un professeur î* 
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SÉPARATION DES RACINES D'UNE OVATION ALGÈ8R1|)IS 
PAR U itTHODE DES DIFFÉRENCES ; 

Vu TA. DESBOTBS, 
Protnaeur au Ljcée Bonnpirle. 



Le but de cet article est de montrer comment on peut 
rendre plus ezpéditive et plus sûre l'application de la 
méthode des diffërences au problème de la séparation des 
racines. Nous ne nous occuperons ici que des équations 
algébriques, et nous prendrons d'abord pour exemple 
l'équation 



le tableau (A) 
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qui met sous les ^eux du lecteur les premiers calculs re- 
laùfs à la séparation des racines de l'équation proposée, 
nous permettra de rappeler brièvement la marche ordi- 
nairement suivie. Ou sait qu'après avoir calculé une prc- ■ 
mière ligne verticale contenant les nombres 293, — i ta, 
23, 6, 011 forme, vers la droite et vers la gauche du tableau. 
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(les lignes dénombres parallèles a la première et qui se 
déduisent chacune de la précëdeiile. On arrête d'ailleurs 
le tableau vers la droite et vers la gauche, aux nombres 
5 et — 1 8 , à moins que la simple inspection dé l'ëquation 
n'ait déjà donné des limites préférables ; 5 et — i S sont , 
en effet, les limites respectives des racines positives et 
négatives de l'équation , puisque les colonnes verticales 
correspondant k x = 3 et x= — i8, contiennent, la 
première, des nombres tous positifs, la seconde, des 
nombres alternativement positifs et négatifs (*"). 

Le tableau (A) étant formé, on en déduit un autre ta- 
bleau (A') correspondant à des valeurs de x équidistantcs 
d'un dixième; de celui-ci on en déduit un troisième, et ainsi 
de suite, jusqu'à ce que les racines soient entièrement 
séparées : telle est la méthode que l'on suit habituelle- 
ment. 

Une première simpliGcatiou que j'introduis dans la 
méthode, consiste à remplacer du c6té des x positifs le 
calcul des lignes verticales par le calcul des lignes obli- 
ques comme l'indique le tableau (B) : 

TABLEAU (B). 



X 


— l 





■ 


a 3 4 


J 
à, 


393 

—lia 
aa-' 


-^aS-- 
^^ 6-- 







{*) Umite du praBramiDe offldel, — Autre limite non formulée din» 



le progrimme, mai* qui m démontre de 
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Une première ligne oblique formt'c des nombres 6, 23, 

— 90, 91 étant calculée à la manière ordinaire, on en 
déduit la ligne suivante qui contient les nombres 6, aS, 

— 6a,. 39, d'après les égalités 

38 = aa + 6; — 62 = a8 — go; 39 = 91 — 6a; 

et ainsi de suite. 

Le ubleau (B) éunt construit, on en déduira un ta- 
bleau (B') de nouvelles lignes obliques correspondant à 
des valeurs de x équidisuntes d'un disième; du u- 
bleau (B') on déduira uu tableau (B"), et ainsi toujours 
de même. 

On voit, d'après le tableau (B) comparé au tableau (A), 
quel'onconnaitramaintenautle résultat de la substitution 
d'un nombre, 3 par exemple , par le calcul d'un moins 
grandnombredediirércnces, et l'on aura d'ailleurs l'avan- 
tage d'être conduit par ce calcul à une limite supérieure 
des racines positives de l'équation plus simple et plus 
avantageuse que la limite du programme. Nous allons , 
en efiet, démontrer tout à l'heure que les tableaux (B) , 
(B'), etc., sont terminés dès que les nombres écrits dans 
une ligue oblique sont tous positifs. Ainsi , d'après cette 
règle, 4 est une limite supérieure des racines positives de 
l'équatioo proposée , tandis que nous avions trouvé 5 d'a- 
près l'ancienne règle : l'avantage de la nouvelle limite 
sera , en général , d'autant plus marqué que l'équation 
sera d'un d^ré plus élevé. 

Si , par exemple , on applique la règle du programme 
à l'équation 

j'— io«'-|-6j.-|-i = o, 
dont Fourier s'est occupé, on trouve 8 pour limite supé- 
rieure des racines positives, tandis que notre règle con- 
duit au nombre 4î il ^st d'ailleurs facile de voir que 
notre limite, qui est généralement inférieure à l'antre , ne 
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peut jamais être plus graodc; mais je n'insiste pas plus 
longtemps sur ces deuils. 

II. 

Le théorème que nous proposons de démontrer est une 
conséquence immédiate de la formule 

qui peut remplacer dans tous ses usages la formule ordi- 
naire d'interpolation: elle diSÎ&re de cette dernière, 
comme on voit, par les coefficients des différences et par 
les différences elles-mêmes. Les différences ne sont plus 
relatives à une même valeur de la ivariable x , mais à des 
valeurs a — A, a — aA,...,a — mh , décroissant suivant 
la raison d'une progression arithmétique. Il est bien en- 
tendu, d'ailleurs, que nous supposons que/(j:) est un 
polynAme entier du degré m, et, par suite, que la diffé- 
rence ( m + 1 )""• est nulle. 

Démonstration fie la fonnule (i). — Nous remarquons 
d'abord que, par la conalrnctîon même du tableau (B) , 
chacun des nontbres d'une ligne oblique est la sonune de 
Ions les nombres de la ligne oblique précédente jusqu'au 
nombre de même rang que lui. Ainsi, par exemple, la 
ligne correspondant à j:= i ayant été calculée, on a 
chacun des nombres de la colonne suivante par les 
in^alités 

6 = 6, a8 = 22 + 6, — 6a= —90-1-23-^6, 
29 = 91 — 90-1-22 + 6. 

On voîl par In que chacqne des lignes obliques se déduit 
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de la précÀlcnie, comme unelîgne horizontale (lu triangle 
de Pascal ac déduit de celle qui la précède; seulement 
les nombres de la première ligne oblique ne sont pas 
^aux à l'unité, comme les nombres de la première ligne 
horizonule du triangle ariibmëtiijue. 

Mais si l'on écrit sur une première ligne horizon- 
tale (m + i) nombres quelconques P, M, N,..., B, C, A, 
an-dessous une seconde ligne horizontale déduite de la 
première d'après la propriété carsctérisiique du triangle 
de Pascal que nous venons de rappeler, et ainsi de suite 
jusqu'iceque l'on ait en tout n+i colonnes horizontales, 
on formera un triangle tout à fait analogue au triangle 
arithmétique. On voit alors facilement que le (m -+- 1)**'"' 
nombre de la (n + i )'*"' colonne horizontale du nouveau 
triangle s'obtiendra en multipliant les nombres de la 
n''"' colonne du triangle ordinaire respectivement par A, 
B,C,...,M,N,P. 

En appliquant cette remarque aux tableaux (B) , (B*) , . . . , 
on peut supposer que A,B,C,...,M,N,P représentent 
respectivement 

/(fl), i(<i — A), 4,(d — ïA),..., i^{a~m/,}, 

c'est-à-dire les nombres de la ligne oblique correspon- 
dant à j;= a, dans celui des tableaux (B), (B*),..., pour 
lequel l'inierralle des valeurs de x est égal à h. 

Le (rtH-i)'*"' nombre de la (ii-(-i)'*"' colonne oblique 
est d'ailleurs / (n + nA ) ; on aura donc la formule 

n(/i + i)[«+3)...(/.-t-i»-i) 



et si l'on pose 

« + /!*=;«, 



-A.(«-mA); 
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d'où 

"~ h ' 

la formule devieot 

/W=/W + (i:=^)i(.-*) + ~(î=i+i.)4,(.-.*)+.. 
-'^('-^ + ')-(^-"-)'-'"-"'- 

et l'on voit facilement que si l'on y fait snccesBivement 
S^ a, « = a + A,,.., j:^ a + mk, 

la fonctiony(x) prend, en effet, les valeurs correspon- 
dantes qu'elle doit avoir. Le second membre de la formule 
précédente éunt égal an poljnAme f[x) pour (m+ i) 
valeur de x, lui est complëtemeni identique, la formide 
d'interpolation (i) est donc démontrée. 

Si maintenant, pour une cOTUine valeur x ^ a , les 
nombres 

/(«), i(tf — 2*), 4,(n — 2A),..., L^[a — ink), 

c'est-i-dire les nombres d'une ligne oblique, sont des nom- 
bres positifs, la formule d'interpolation (i) prouve que 
pour toute valeur de x égale ou supérieure à a , f{x) res- 
tera toujours positive; a est donc une limite supérieure 
des racines positives de l'équation. 

m. 

n faut maintenant montrer comment le tableau que 
nous avons appelé (B') se déduit du ubleau (B). 

La question revient à trouver les équations qui lient les 
d et ^ des lignes obliques (comme dans le Mémoire de 
M. Vieille, les 5 et A correspondent respectivement aux 
intervalles A et i ) . 

AaH.JtUnOiémai , l. XUI. (FJTrler iS54.) 5 
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M. Vieille a trouvé les équations qui lient les (î et A 
des lignes verticales en égalant les coefficients des mêmes 
puissances de X dans les deux développements identiques 

/(fl +X)=/(«) + Xi + X(X - . )-|^ 

+ X('x-i)(X-s)-^+...; 

mais si nous posons x — a = X dans noire formule d'in- 
terpolation , il viendra 

si , de plus, on fait k= i, on aura 

/^(fl-HX)=/(-)+X4 + X{X-f-i)^ 

. x(x+0(x + 2 ) i. 

~*" 1.2.3 I.2.3"^"* 

[pour plus de simplicité dans l'écriture , nous avons sup- 
primé les indices (a — A), (a — a A),..., dans les deux 
derniers développements]. 

La méthode de M. Vieille donn«-a encore les équations 
entre les nouveaux lî et A par l'identification des coeffi- 
cients des mêmes puissances de x dans les deux derniers 
développements ; mais on remarque que ces deux derniers 
développements se déduisent des deux précédents par le 
changement de X en — X, et par le changement de signe 
des 5 et A d'indice impair. On voit ainsi que les pre- 
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migres relations entre les J et A donneront immëdiateT 
ment les secondes par le simple changement de signe des 
coefficients des ^ et A dont l'indice est impair; il est dès 
lors permis de dire que la méthode que nous proposons 
ne conduit à aucun calcul nouveau , les nouvelles équa- 
tions étant connues par cola même que les autres le sont, 
et réciproquement. 

I\. 

Dans le paragraphe précédent, notre but était pluiàt 
d'arriver à la conclusion que nous venons d'énoncer que 
d'indiquer un moyen simple de former les équations entre 
les {) et les A. 

Mais nous allons maintenant donner une règle pratique 
très-commode pour écrire immédiatement ces équations. 

Supposons , pour fixer les idées , qu'il s'agisse de sépa- 
rer les racines d'nne équation du quatrième degré, et 
soit proposé , par exemple, de trouver les relations entre 
les d et les A des lignes obliques. 

Les quatre équations seront 



3, 



■■4' = 'U-^T+l + î)' 






te premier meinbre de la première équation s'obtient en 
divisant d, di, d, , d» respectivement par leurs indices, 
et Taisant la somme' des quotients. 

Pour avoir le premier membre de la seconde équation , 
on fait une opération analogue à celle de la muliiplica- 
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tioii al)rég«e (l«s nombres ^ on multiplie 



en commençant chaque produit partiel au terme do mul- 
tiplicande qui est an-dessus du terme du multiplicateur. 
Ou ajoute, d'ailleurs, les indices comme s'ils représen- 
taient des exposants. Le calcul est indiqué ci-dessous : 



pour avoir le premier membre de la troisième t^uation , 
on multiplie, suivant la règle précédente , 



et ainsi de suite. 

Les équations [a] montrent, d'ailleurs, comment on 
peut écrire immédiatement les seconde membres quand 
les premiers sont calculés. 

Les équations entre les d et A des ligues verticales s'ob- 
tiendraient par un procédé analogue, ou, si les équa- 
tions (ff) étaient déjà formées, on les déduirait des 
équations (a) par la r^lc que nous avons précédemment 
donnée. 
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La r^le pratique que nous venons de démontrer est la 
coQsequeDCc iounédiate de la fonnule symbolique 

*■/■(')=[-'(■ -»)f, 

dans laquelle /" (x) est la n**"" dérivée d'une foDction 
quelconque de x, et / la lettre qui indique un logarithme 
népérien. Après avoir développé la h""" puissance du 
logarithme népérien de (i — ù), et remplacé les expo- 
sants par des indices , on a une formule qui fait connaître 
les dérivées de la fonction au moyen des différences des 
lignes obliques. La formule s'applique en particulier aiix 
fonctions alf;ébriques en considérant comme aolles les 
différences d'indice supérieur au degré m de la fonction. 
Elle n'avait pas, je crois, encore été remarquée. Elle est, 
du reste , analogue k la formule connue de Lagrange 

*-/■(')=['(■ +a)r. 
dans laquelle les À sont les diOerences des lignes verti- 
cales. Les deux formules se démontrent, d'ailleurs, d'une 
manière à peu près semblable. 

Remarquons en passant que notre formule donne une 
nouvelle démonstration du théorème de limite démontré 
au § II, si l'on s'appaie sur le théorème bien connu 
de Newton. On géoéralise ainsi la démonstration que 
M. Fonrnier-Vanson avait crue applicable seulement 
aux équations du troisième et du quatrième degré. 



Ordinairement, après avoir trouvé les équations entre 
les belles ^, on les résoux par rapporta â, J, , â,,..., 
et c'est sous la nouvelle forme qu'on les applique ; mais si 
l'on remarque que les équations {a) , telles qu'on les a 
trouvées d'abord , sont toutes préparées pour le calcul, 
puisque la dernière ne contient que d*, l' avant-dernière 
^tct ^1, et ainsi de suite, on voit que la substitution d'une 
forme à l'autre ne présente guère d'avantage; mais je dis 
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qu'il imjiorK, au contraire, de conserver aux équatious 
leur forme primitive. 
En eflei , la formule 

démontrée dans les cours d'algèbre', étant rapprochée de 
l'une quelconque des quatre formules d'interpolation 
écrites au § IQ, montre que les deraiei'e membres des 
équations tels que (a) sont, pour une valeur x = a, de 
même signe respectivement quey{(j), /'(a),..., /"{a). 
Mais d'après le théorème de Fourier, les deux socces- 
sioBS de signes que présente la suite des fonctions /\x), 
S' (•^) > /" W 1 ■ ■ • I pour deux nombres a vx b, donnent 
une limite supérieure du nombre des racines de l'équation 
comprises entre a et i ; on devra donc , pour procéder ré- ' 
gulièrcmentàlaséparation des racines, voirquels sont les 
signes des seconds membres des équations tels que (a) (*) ; 
le théorème de Fourier pourra alors indiquer des inter- 
valles où il est inutile de chercher des racines, et le calcul 
se trouvera abrégé de beaucoup. 

Lorsque, parla considération directe de l'équation ou la 
discussion du problème qui y a conduit, ou saura que 
l'équation a toutes ses racines réelles et inégales, ou que, 
du moins, ce qui arrive le plus souvent, on connaîtra leur 
nombre , on sera conduit sûrement et de la manière la plus 
rapide à la séparation des racines. 

Nous avons supposé, dans notre travail, que l'équa- 
tion proposée était algébrique, mais on voit bien que la 
méthode peut s'étendre aux é({uations transcendantes. 

La méthode des différences , telle que nous l'avons mo- 

(*)Siles «Gies correspondant ii un nombre n sont tousposilir*, a sorn 
MnsIlniilosupérieuredearKiDes positives. On pont, dn reste, démontrer 
que cetla limite a (suppoMc euUirc puur plus de ainiiilicilc) ne peut ja- 
mais *lrc iiifiirieure do plu» di: ( m — i ) unitfis à lii limite du proQrjiininP 
Cl t plus forte r»ison .i relie que nous avons fnit rciiiiallro. 
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diltde, a beaucoup d'analogie avec la méthode de Budanv 
mais nous la préférons^ cette dernière à cause de la régu- 
larité et de l'uniformitëdesopératiousjet surtout à cause 
de sa facile extension aux équations transcenda oiea. 

Nota. La formule d'interpolation que nous avons dé- 
montrée § II est comprise dans une fonaule plue géné- 
rale donnée par Laplace daos son Calcul des Probabi- 
lités. Cette forrauk est la suivante : 

/W=/W + i^ »(".--*) 

En y faisant r == i , on retrouve notre formule. 

J'ai démontré , du reste , la formule de Laplace à l'aide- 
du triangle arithmétique, comme je l'ai fait pour la for- 
mule particulière. 

^UR LBS FONCTIONS M Smil; 

Pu M. BsioscBi (F.), 
ProfeaMur h ITnWeralld de Padoue, 

On appelle généralement ybnctib/M de Sturm, Jes ré- 
sidus que l'on obtient en appliquant la méthode du cé- 
lèbre antenrà la recherche du nombre des racines réelles 
d'une équation algébrique. U y a déjà quelques années 
que M. Sylvester a donné sans démonstration (voù' 
t. XI, p. ^oZ) des formules qui représentent ces fonc- 
tions par des expressions formées avec les racines de ces. 
équations. Ces formules ont été démontrées depuis par 
M. Sturm {Journal de M. Liouville, t. VII)- Partant de 
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ces formules, MM. Cayley et Borchardt sont parvenus k 
mettre ces formules sous la formï de déterminants des 
puissances de» ncines de l'équation (Journal de M. Lioa- 
ville, t. XI et XII). Enfin, M. Cayley, en faisant usage 
de moyens indirects, a représenté ces fonctions au 
moyen des coefficients de l'équation (Journal de M. Liou- 
ville, t. Xm, p. 36$; 1848). Lebut de cette Note estde 
parvenir directement à des formules analogues à celles 
de M. Cayley. 

Note du Bédacteur. Nous croyons nécessaire de faire 
précéder ce beau travail de quelques lemmes sur les déter- 
minants. 

1. Lemme. Dansundétermînaut,sil'onreadidentiqnes 
deux colonnes ou deux lignes, le déterminant s'annule. 

2. Lemme. En multipliant par la même quantité tous 
les termes d'une même colonne ou d'une même ligne , le 
uouvean déterminant est égal au premier multiplié par 
cette quantité. 

3. Lemme. 

|it,+â,, £|, e,\ la,, b,, eA in,, 6,, e,\ 
a,-t-a,, h,, c,= S], b,, c, + iXt, b,, c,\. 
jaj + a,, b,, r, I jn,, b^, Cj | !«,, b,, e,\ 

Ce lemme existe pour un déterminant quelconque , et 
Cât une conséquence immédiate' du théorème de Taylor. 

1" Corollaire. Faisant les- a égaux aux 4, on a, en 
vertu du premier lemme, 

la, + 6,, b,, eA \a,, b,, cA 



' Corollaire. 



J, -i-7ttb,, b,, cA I (1, , £|, 

i, + mfi,, i„ c, = o„ b„ 
i, + mb,, b,, Cj| \a,, i,, 
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La proposition est ane coDséqucDce du précédenl coi'ol- 
laire, lorsque m est on nombre entier positif; et comme 
il s'agit d'une identité, il s'ensuit que la proposition est 
vraie pour une valeur quelconque de m. 

3', Corollaire. 

\a,, b, + ma,, c,-i- mb, + na,\ la,, b,, c,\ 
"il b, + ma,, c,-i-mb, + aaj\=:\a,, b,, c,\. 
]")» bi + ma,, Cj-t- m6j-t- /Mj I [«,, 6,, e,\ 

Conséquence du précédent corollaire. 
*. Soit 
f{r) = j^+a, x*~' ■+■ a,x^' + .;.-»- a^, « + «, ^ o 

l'éqnalion proposée-, et soient f, [^) Is dérivée du poly- 
oâmef {x),etft (.^)) f*(^)y-} les résidus obtenus par la 
méthode de M. Sturm. Nous aurons 

et de li 

ç, = ç,D, — fN,j çj = f,D, — çM,,..., ï, = D„, — fH^,; 
N, N, Kr_, 

D,' D,'"' D_, 

éunt les réduites successives de la fraction continue 

où q,.f gtt ?*)■■■ ^"1 1^ quotients du premier degré 
en X. 

Les deux équations 
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donneDt, ayanit^ard à ce que N,,_, D,_, — N,.|Dr-i^i, 

7 =f._,D,_,-?,D^., 

^, = ç,_,H^, — T,N^,, 

f, est de degré n — r, 
lîr-\ est de degré r — i, 
H_i est de degré » — 2. 
Faisons 

H^, = 6^,*^' + . . . , 

D^, = c,^, Jf-' ■+-... ; 

donc la valeur de ^ donne 



et pour avoir le plus haut terme de D,..| , il faut multi- 
plier le plus haut terme de N,_| par q,; donc, ainsi 



(V_i et 6r_, ont donclesmfmeasîgnes; ainsi les trois séries 

T. Ti> Tu--- . T'-'> T" 
i, D„ D,,..., D^„ D., 

o, 1, N,,..., tir-,, N„ 

lorsqu'on y fait x ^ + 00 , présentent les mêmes succes- 
sions de permanences et de variations; de même en y 
faisant j; = — 00 . 

Ce sont des séries signalelicanienie equivalenti. 

i. Soient a,, s:,,..., a„ les /i racines de l'équation 

T W = o- 



-.,i,;.j,,GoogIc 



(75) 
Si l'on substitue uoe quelconque ie ces racines, «oit a 
dans l'identité 

fi'} ~ fi D,_i — T Vr-, , 

on obtient 

par les formules ( 
lions, on a 



de la décomposition des frac- 






Ar, 



où Ar est le coefficient de .r''~''daDs la fonction 7, (jr). 
Donc 

2;'d„,(.,)=o, 2i"'''~'('-)=''--' 

2" (.,)"'D„(.,) = 0, 2] (..)-D„,(.,) = A,i 
faisons 

(2) D^,(«,) = <^'-'"'~'+''-'*~' + - . + «;.« + ':. 

et 

,. = < + <+... +< = 2'(-.)"; 

noBS aurons 
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OQ a, en résolvant les équations, 



A, (/.A, 



et ayant égard aux équations (a) et (i), l'on a 
A, 

tÙv-3 «M.^-J rf». 



(3) 



A, rf.A, 






et poiir r impair, 



"{i.A,.-.4. 

(A. A.. ..A, 

*'-(A,A,...4„)' 



^' 



ainsi le signe de A^ dépend de A^ ; c'est ce qui constitue le 
théorème de M. Borchardt {Journal de M. Liouville, 
tome XI[, page 58), et au moyen de l'équation (3), on a 
la valeur de D,_, en fonction des puissances des racines. 
3. Calcul de Ar- Calculons maintenant A^ en fonc- 
tion des coefficients de l'éqiuition; pour fixer les idées, 
prenons r=4; alors 
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Ajoutons la deuxième colonne a la première muldptiée 
par Hf , on a les six termes 

ajoutons la troisième colonne k la deusième, multipliée 
par a„ et à la preoùère multipliée par Ot, on a les six 
termes 

,,Ao + a,.o + a,.j; o + a,, i -{- a,.o; t. + a,.o + a,.Oi 



.et, CQ vertu du troisième corollaire, et des relations 
connues entre les puissances des racines et les coefficients 
de Téquation , on a 



o, «, {n~,)a,, (..-a)fl„ {n-3)a, 
n, (™-i)«,, (/.-a)«,. {B-3)a„ («-4)«. 

{«-.)«„ {-,-a)^„ («-3}«„ («-4)"., (/.-5K 

, as,, 3a,, 4'*'i Siii 6a, 

La première colonne est la même que celle de la pre- 
mière expression de D( ; la deuxième colonne est la li- 
gne [b) \ la troisième colonne est la ligne (c), etc. ; la loi 
de formation est évidente. 

Ainsi, on a Ai , et par conséquent A4, et en général A^, 
en fonction des coefficients de l'équation. 

4. Calcul de D^. On peut, du reste, obtenir de la 
même manière D^^i en fonction des coefficients de l'é- 
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quatioD .' Ed eflet , on a , par exemple , ponr r = 3 , 

.=(^y:;:;:| 



=ay 



* + a, , jp* + a,x + a, 
a, 3ti, Su, 



\:, <.| l<,, >,+«r',l !".> 2". . I 

5. Calcul de 7,. Les fonctions de Starm peuvent, par 
le même procédé , s^cxprimer facilement en fonction des 
eoefficîenis de l'équation. La théorie de la décomposition 
des fractions rationnelles donne 



,x A(i-..)?i(".) A 

Faisons 



(S«). 






(".«1-3); 
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doQC on obtient , par substitutions sticcessÎT« , 

(4) fW.. = «-„H-/.-,(x),», 



l'équation (4) donne 

Wl = ».'K + ».»^' +■■■ + «-! 

Faisons, par exemple, 7* = 4, ou a (voir ci-dessus) 



fW~l 



proc^ant par la même méthode de muliiplication suivie 
plus haut, et ayant égard à l'équation (a), on obtient 



f.W = 



2<i„ 3<i„ 4»., 5a, 



^. = (^ + a.)f.T-n^(x), 

w, = {*»+«,* + a,) ?,(«) — [«* + (n — i)a,]f{i], 

», = [^ + <». *i H- »» ' -t- «I ] ?! (') 

0. Calcul de N,. Soit, par exemplr, r=4; ayani 
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égard au lemme (§ 3), on a 



».M=- 



(»-■)"., (»-")"., i'-i)'. I 

, (»-.).„ (/.-f.)«„ (»-3).., (»-4)», I 

, 2(1,, 3a,, 4<'>, Si'i 

(»-!)«„ (»-2)«„ (»-3).. 
, (»-,)„,, (»-»)«„ (,-3).„.(«-4)«. 

, 30), 3<I]| 4''*> ^ '> 

[„,« + („_,)«,, i + (fl_a)a,]f(*) 

Dans le premier déterminant, divisant tons les termes 
de la dernière ligne par f, (x), lé nouveau déterminant 
est D) (§ 4) ; dans le deuxième déterminant, divisant tous 
les termes de la dernière ligne par f {x) , on obtient un 
déterminant que je désigne par P ; ainsi 



t.* = D,T,(i)H 



\4,4, 



t(*).P; 



n.t{*) = d.t.W-t.W (S"). 



m^ 



la loi de formation se voit facilement. 

Nou. Le lavant aoalyale a IrouTé aurai la nleur géoérale de Nr , celle 
dea quotienu et de* relations entre cet Taleun que nous Intérerona pro- 
rhainetneat. ainai qu'un beau tn*ail de M. SjliMter lur c«a Taleun el 
ces relations, Ion niènieque f, (') n'est pasIadëriTée de f (t). 
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listurnoN cAituii ks mamn mitiiitiiiSi 

MiTHOOR CKArFS; 

D'apbès m. ENCKE, 

Prot«ueuT, directeur de l'Oburriiloire , seErëUii¥ de l'Acadvmie dvn 

Seiencm de Berlin. 

(Journal de M. Crclle, t. XXi[,p. ig3; iSSi.) 

L'Académie des Sciences de Berlin avait proposé pour 
question la résolution générale des équations numéri- 
ques. Le prix fut remporté par M. Gràfie , professeur à 
Zurîcb. Le Mémoire couronné a paru sous ce litre : 
Die auflôsung der hôhcren numerischen Gleîchungen, 
ais beanlwortung einer von der Kûnt'gl. j4had. de 
Wûs. xu Berlin aufgeslelilen Preisjrage; Zurich, i8Zy: 
Résolution des équations numériques supérieures; ré- 
ponse à une question proposée par l'Académie royale des 
Sciences de Berlin. 

Dans cet ouvrage, l'auteur forme une seconde équa- 
tion dont les racines sont des puissances très-élevées des 
racines de l'équation donnée, et les coefficients de cette 
seconde équation servent à faire connaître simultanément 
toutes les racines réelles et tous les modules des racines 
imaginaires, et l'on montre aussi la manière )a plus 
simple de former cette seconde équation. 

Cette nouvelle méthode de résolution se recommande à 
unbantdegré, parla généralité, la rigueur et la brièveté. 
Elle est directe , n'ayant besoin d'aucune autre espèce 
d'essai; elle ne conduit jamais à des équations plus éle- 
vées que la proposée, et, d'après un procédé toujours le 
même, n'exige jamais de calculs impraticables. La na- 
ture des racine», le nombre des imaginaires, ne sont pas 
Aim. Je Matkimai. , t. XIII. (M*n 18S4.} 6 
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des obstacles; elle donne toujours des résultais que 
la plus simple subsUtutiou permet de contrôler. Ce 
procéda est tellement court , qu'on peut déterminer 
toutes les racines d'une équation du septième degré 
ayant six racines imaginaires, dans l'espace de deux à 
trois heures, avec l'approximation que permettent des 
logarithmes i sept décimales. 

Le Mémoire de M. Ëncke, auquel appartient l'appré- 
ciation précédente du travail de M. GràiTe , en fait une 
nouvelle exposition et le complète, en ce sens qu'il in- 
dique les moyens : i" de calculer, non les modules, mais 
les racines imaginaires mêmes , par une méthode simple 
et rigoureuse ; a° de faciliter les procédés lorsque, les ra- 
cines étant très-rapprochées, des puissances élevées ne. 
suffîsentpas pour les séparer suffisamment ; 3° d'approcher 
des véritables valeurs, avec un degré quelconque d'ap- 
proximation. 

1 . PsoBLÈME. Former Véquation aux carrés ilcs ra^ 
eûtes d'une étjuation donnée. 

Solution. Soit l'équation 



(') 



*"-f-A,a*-'- 



A,a--'4-... + A„ = 



Faisant x* = y, les termes de dï^ré pair ne renferment 
que y, et les termes de degré impair renferment en- 
core v^; faisant disparaître le radical, on obtient 



t«-a; i/"-'+a; /--'-a; 


r 


'+a; 


-h2A,| — aA.A, -t-aA,A, 




— 2 A, A, 


+ 2A. —a A, Al 




+ 2A.A. 


+ aA. 




— 2 A, A, 
H-aA, 



La loi de formation est évidente. 
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Corollaire. En suivanl la même loi, on peut former, 
avec l'équatioD ( 3), une troisième équation dont les ra- 
cines sont les quatrièmes puissances des racines de l'é- 
quation (■) , et en continuant de même, on peut parvenir 
à une équaUon ayant pour racines là puissance d'indice 
1' des racines de la proposée \ p est un nombre entier 
pontif. 

Premier cas : Toutes.les racines sont réelles. 

Les équations vos. puissances paires des racines, n^ayant 
que des racines positives, ne présentent que des varia- 
tions. 

Soit donc l'équation suivante, celle des racines ^le- 
vRca à la puissance z^ = f 1 

ût^—lf,jf-'-\-'V,x'-'-\-.. .-H(— i)"P, = 0; 



P. = («,,....».}.. 

Supposons que les racines a,, oc,,..., a, soient rangées 
par ordre décroissant de grandeur a6jo/ue; il est évident 
que a allant en croissant, on pourra enfin négliger les 
valeurs de «J, *%■,■■■■, relativement à a\, et l'on aura 



d'où, pour une première approximation, 
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le sigoe se détermine facilement d'après les limites con- 
nues des racines positives et négatives. 
On aara, par la même raison, 

■ p. = «^ «; , 

d'où 

ce qui donne une valeur approchée de ce* , et ainsi pour 
les autres racines. 

Pour connaître la valeur de q qui permet de négliger 
dans chaque coefficient P^ , tous les termes en comparaison 
du premier, il faut calculer le même coefficient F, pour 
une valeur q''^<j\ on devra avoir sensiblement 

* * log p; ■?' 

lors donc que lés. logarithmes des deux coefficients des 
mêmes puissances dans les deux équations correspon- 
dantes à 9 et q', sont sensiblement dans le m6me rapport 
que ces puissances, on peut s'en tenir au premier terme 
dans chaque coefficient. Ce mémo critérium subsiste si , 
au lieu de procéder par carrés comme ci-dessus, on pro- 
cédait par cubes. 

Voyons combien il faudra d'opérations, en allant 
()ar carrés: soient («,«,)», («,«»«,)*, (a, a, «, a»)^, 
[aiXtOLta^atY, (ec, oc* cC) a, «(()(()« (*) cinq coefficients 
consécutifs; dans l'équation suivante, le coefficient de la 
même puissance de l'inconnue que [tti a, «« a*)* dans la 
précédente, sera 

(*] I.OT parenthèses représcnleiil des •ommei. 
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en ne prenant que les termes qui foumissenl les plus 
grands produits ^ pour que ce terme se réduise au pre- 
mier, i la cinquième décimale pris, il faut que l'on ait 

(«,«,«,«.)•)> 200000a)' «'/a^<.;aj; 



De là pour 



lOgj 

n trouïe q ^ 128=: a'; 

a trouve 7 = 1237 <C, a"i 

t trouve ç ^ i22i5<;2" ; 



et pour des valeurs plus grandes de - , un nombre d'autant 
moindre d'opérations. 

Généralement, on n'aura donc besoin que de sept 
opérations; et pour des rapporta de racine» aussi rappro- 
chées que 1,01, 1,001, on n'aura que onze à quatorze 
opérations. 

En général , calculau t avec cinq décimales , on trouvera 
la valenrde la racine après l'extraction de la racine d'in- 
dice f, avec une approximation sûre jusqu'à la cinquième 
et souvent jusqu'à la sixième décimale. 

Lorsqu'on est parvenu à une valeur approchée à ta 
cent millième parûe près de la valeur totale, on peut en 
toute sûreté se servir du théorème de Taylor ou de la 
méthode d'approximation de Newton; car l'incertitude 
de ces méthodes existe seulement lorsqu'une valeur 
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approche non-seulement d'une racine, mais cic plusieurs 
racines, et de très-près. 

Soit X,,) une valeur approchée, on a donc 

/(x,) ^ «* -(-A, x^' -f- . . , + A" = o, i peu près; 

représentons cette valeur de/(ri>) par [x"^]-, 

/{x, + i.x.)=/(x.) + ^^&x,^.. .= o, environ; 

ar.Ç* = ™; + (/» - 1) A, ^p' -I- (« - 2) A,*;- + . . . . 

Bepréseutons cette valeur par [nx^] ; ou a donc approxi- 
mstivement 

M est le module du système tabulaire, et l'on a 

logM = 9.6376743. 
On obtiendra ainsi , rïea que par la substitution de Xt 
dans l'équation, la valeur de AIo^x«, et par conséquent 
celle de log Xg + A 1<^ Xg , seconde valeur approchée du 
logarithme de la racine. 

Deuxième cas : Toutes les racines sont imaginaires. 

Tout facteur réel du second degré , ayant deux racines 
imaginaires , peut £tre mis sous la forme 

x' + ag-oosT-i-^, 
où g est le module; l'équation qui a pour racines celles 
de la première équation élevées à une puissance q, aura 
un facteur du second d^ré de la forme 

Soient (d =/, 3g^cMÇ<f =/,; selon les valeurs de tj, 
f^ peut aller en augmentant ou en diminuant, excepté 
pour le ras spécial où ç f est un multiple de tc ; alors 



edbyGoogle 



(8?) 
^=: a g* et le facteur devient (x 4- g')', et on rentre dans 
le ns des racines réelles égales : dans les autres cas, 
/, varie de grandeur et de signe. 
Soient 

*'+A + g% **-+-/'* + «"', *'+/"« + ff",.-., 
les n facteurs réels du second degré de l'équation; elle 
sera de la forme 

les crochets indiquent des fonctions symétriques, les 
puissances de degré pair renferment lesyen nombre pair, 
et les puissances de degré impair, desy en nombre im- 
pair. 

Pour passer de cette équation à celle qui a pour raci- 
nes x^, il suffit de changer les/ en f^ et les g en g^^ et 
désignons cette nouvelle équation par (a). 

Soient s > g- , ^ > g* , g- > /-, Mc. 

Considérons dans l'équation (a) les coelEcienis des 
puissances paires :d' abord le coefficient dex*"~*; ^crois- 
sant, [g**] se réduira à g**; le terme {_f^f,'] est plus 
petit que 4[g^^'j> par conséquent, te coefficient de 
j.tn-1 (Jnifj pgr g[re moindre que g'* + 4^g''- Le se- 
cond terme de ce binôme disparaîtra devant le premier 
lorsqu'on aura 

in^aliié qui s'établira toujours, eu faisant croître 9; 
par exemple, pour 1/^ laS, ou a 



'</?=. 
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Ainsi, dès que g surpasse g', le coefficient de x* "~' seré- 
duit à gr'*; les mêmes raisonoemcuts moncreut que q 
allant en croissant , les coefficients des puissances succes- 
sives paires tendent vers ^'', g*'' g'*'' , g'^g^''^'"', etc. 
Ces raisonnements ne s'appliquent pas aux coefficients 
des puissances impaires, parce que les premiers termes 
contiennent en même temps g et f, de sorte que ces 
coefficients n'ont pas de limites déterminées; mais les 
coefficients des puissances paires suffisent pour faire con- 
naître les divers g: ainsi le coefficient de x*."'* donne 
g*i, celui dex*"~* donne g*^ g'*^'-, donc 

s g,, > 

et ainsi des autres. . 

Le facteur trinôme x* -\- %g cos f + f ' donne 
x=zr[coi^-\-iiiaf), où i ^,v' — i , 
et g est remplacé par r-, on substitue cette valeur daus 
l'équatioD 

*'" -4-A,i"-' -k-k,x"-''\- . , . -h A« = 0; 
on obtient deux équations 

O ^= \ A, ,_^ rP coap <f, o ^ ^ A,«_^ '"'' tiùpif; 

la sommation se rapporte à p. 

Multipliant la première équation par cosn^ , et la se- 
conde par sînn^, et les ajoutant, et ensuite multipliant la 
première équation par sin ntf, et la seconde parcosnf , 
et retranchant, il vient 

""2, Af'-'""''™»{''— /*)?- o=2^A,r'-/>sin(fl-/»),j 
faisons 
A, + A.^ r-f '-.l = p^ , A, - A,,-, r-C—Tl = 7^ (*) ; 

t'} Ne pasconfondreceltolattrof «vec cellg qui a oié employée ci-detBus. 
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les deux équations , après les avoir divisées par r*", de- 
viennent 

2|Jcos(/.— f), = o, 2,S"°f"~''''=°- 
On convertit les multiples des sinus et cosinus en puis- 
sances, d'apiis la méthode connue; on fait 

<= — arcosj, 
et l'on parvient â ces deux équations : 

.1 T. — f■'T._,-^»■•T_ — r'T— , + r'T,_,H = o, 

(Ti_,— r'T,_,-t-r*T^-, — r'T^i-t-r'T,-,-) =o, 

où 

T„=p<''— p,<-'+^l— '— ht-'+^-c— i)p., 

T^. = 7«—' — ï, (—'-(- y,*' — », ("-^...(— i)^'7,, 
I„=,p. („-l)p,.—H-(»-a)p, <-..., 

T„ = («-3)7l— -(/.-3)7,<^-t-(«-4)r,<— ..., 

T„ = j^[/.(/.-3)pc--(«-i)(»-4)P(" 

-l-(«-,)(«-5)pt'---l. 
T„=-^[(»-3)(»-4),l— -(»-4)(»-5)7'""), 

I„=j^j[»(»-4)(«-5)pi-' 

_{,_,)(,_5)(»-6)|i,.-...], 
T„=^[(»-4)(»-5)(»-6)7.- 

-(/.-5)(»-6)(«-7)7.'----l. 

_(„_,')(„_6)(„-7)(,-8)p, <—...], 

^"= 77334""-'""-^""" '"""''''"" 
_(,_6)(»-,)(»-8)(-.-9)7."^".-l; 

La loi de formation est évidente. 
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Si dans les valeurs des (Setdesy.etdamleséqualionsfA), 
OD remplace r par la valeur trouvée de g , la racine * , 
commune aux deux équations (A), donnera la valeur ci- 
dessus désignée par/; il faut donc chercher le diviseur 
commun aux deux équations par voie d'élimination. 

Le calcul numérique de réliminalion s'opère facilement 
à l'aide des TaUes de Leonelli dites de Gauss. 

Soimt les deux équations 

i"+A,j:^' + A,a:^'-f- . . . + A, = o, 
ir"-t-B,*^'-l-B,;c»-'+ ... +a,=0, 
on en Ure 

(/.) *-'(A.-B,)-ï-*"-'(A. — B.). .A. — B. = o; 
remplaçons tous les coelltcients A,, At,.--, A,*, B|, 
B,,..,, B„, par leurs logarithmes, représenions'ies par 
0\i Ot,.-., a„i &t, &1,..., &„t et écrivons 
jf" + flia*-' + ai«^'.. .a» et *"+ ft,a*-' + A,x^'... i,; 
la différence, en ayant égard aux signes , donne 
(«, — A.}i"-' + (a. + 6)) **""• 

Mais a, — hy ou 6| — 0| , au moyen des Tablea de 
Gansa, fait trouver log (A, — Bt);deméme, log (A, — B*),. .. : 
on a donc de suite l'équadon (/?) de degré n — i . Si l'on 
a une seconde équation de ce degré , on en déduira une 
autre de degré n — a , et de la même manière} il faut 
seulement faire attention : i" à donner au premier terme 
pour coefficient l'unité, ce qu'on obtient en retran- 
chant du logarithme de chaque coefficient , le logarithme 
du coefficient de ce premier terme; a"^ à donner aux loga- 
rithmes les mêmes signes qu'ont les nombres. On voit que 
l'élimination se réduit i une suite de soustractions. 

Troisième cas : Racines imaginaires et racines réelles. 
L'auteur démontre que la méthode donnée ci-dessus , 
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pour troover les facteurs triQÔmes à racines imaginaïi'ei: , 
est encore applicable de même à la recherche des facteurs 
trio&mes à racines réelles j or toute équation de degré 
pair est décomposable en facteurs trinômes , et si le degt^ 
est impair, on le rend pair, en multipliant l'équation par 
l'inconnue; doue la méthode développée subsiste pour 
toutes les équations. 

Potir tes développements et les discussions ultérieures , 
leur étendue nous oblige de renvoyer an Mémoire de 
M. Encke. 

Nous donnerons incessamment des applications numé- 
riques calculées par M. Koralek. 



MTB SUR U CONSBRVATION DO SENS DIS DISTANCES AUX 
UGNRS DB TERRE DANS LES CHAKGEMEITS B8 PLANS DE 
nOJECTION} 



Pi« H.CHEVILLARD, 



Lorsqu'on a à exécuter trois et quatre changemente de 
plans de projection , comme cela se rencontre en char- 
pente et mèmedansdiverses questions élémenuîres relati- 
vesauxpolyèdres, aux côneset cylindres derévolutîon, etc., 
l'on a besoin d'exprimer, dans les deux derniers plans 
de projection, des objets donnés dans les deux premiers, 
et réciproquement de revenir des résultats trouvés simple- 
ment dans les deux derniers plans, à ces résultats exprimés 
dans les deux premiers; opérations fatigantes, lorsqu'il y 
a beaucoup de points à considérer et qu'ils ne sont pas 
placés dans le m^nie dièdre des deux premiers plans ou 
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des deux dermers. It faut, i chaque poÏDt, observer par 
l'espace comment se place sur l'épure la distance qui sert 
il marquer une nouvelle projection. C'est ce que font les 
praticiens et ce qui est indiqué par les ouvrages récents 
de Géométrie descriptive, où l'on recommande la mé- 
thode des changements de plans dont la génératisaUoQ est 
due à fea M. Olivier. Cependant cette méthode même in- 
dique comment on peut omettre les observations directes 
dans l'espace. On me pardonnera donc, en faveur de son 
Utilité, la simplicité de la remarque actuelle qui était ccr- 
uinement connue de M. Olivier, quoique non formulée 
très-explicitement dans son livre. 




Dans un changement de plan de projection pour un 
point , la distance aux deux lignes de terre de la projec- 
tion invariable conserve toujours le même sens. 

Nous écrirons, d'après M. Olivier, les deux lettres L 
Cl T, de façon à ce qu'en y joignant la notation des pro- 
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jections, on distingue à la fois quel est le nouveau plan 
de projection et dans quel sens il est rabattu. Ainsi la 
fig. I indique qu'on veut faire un changement de plan 
horÎEontal, et que le nouveau plan horizontal L'T'ett 
rabattu par la partie anicrieure vers la gauche du papier. 
Mais nous faisons de plus la convention que le dessinateur 
r^arde toute ligne de terre de façon à voir L k gauche, 
T i droite , indépendamment de l'espèce de plan de pro- 
jection représenté par cette ligne, et c'est de cette ma- 
nière que cette droite aura pour lui le sens du dessus et 
du dessous [fig. t). 

Cela posé, à. l'on fait, par exemple, un changement 
de plan vertical pour divers points a, b, c,..., on abais- 
sera des perpendiculaires des projections a*, £*, c*, ..., 
surL'T', et il ne s'agira plus que de reporter les distances 
ao', 6J', yc',..., à partir de L'T'pour avoir les projec- 
tions nouvelles a"', 6"',c'',...; mais dans quel sens? /)anj 
le mente sens par rapport à L'T' que ces distances ont 
d^à respectivement par rapport à LT. Ainsi l'on a de 
suite les nouvelles projec^ons par la seule vue du papier. 
La raison en est que le sens d'une disuuce xa' par rap- 
port h LT indique le sens du point a par rapport au 
plan invariable qui est ici le planhorizonut. Si aa' est 
au-dessus de LT, c'est que a est au-dessus du plan hori- 
zontal. Du reste, on verra bien mieux l'avantage de cette 
observation en faisant trois ou quatre changements de 
plans successifs et revenant des deux derniers aux deux 
premiers. 

Pour faire des changemenu de plans relatifs à des 
droites ou à des plans , conune cela revient à changer 
pour unoudeox points au plus, on devra toujours opérer 
■ans avoir besoin de voir directement dans l'espace à l'aide 
de la remarque précédente. 

Ifote du Rédacteur. — Nous engageons les professeurs 
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a lire dans le Moiiileur des i8 et igjanvier i854, udc 
savaDtc leçon d'esthétique sur )c dessin, donnée par 
M. Félix Ravaisson, inspecteur général de l'InstruclioD 
supérieure , et adressée sous forme de Rapport à S. E. le 
Ministre de l'Instruction publique. On y trouve sur.I' en- 
seignement du dessin d'excellentes réflexions, et qui sont 
une critique amèrc , sans doute contre l'intenUon de l'aa- 
leor, du plan actuel de renseignement général. D s'élève 
contre l'introduction des méthodes_/aci7ei dans nos lycées 
{p. ^3, 5' colonne), k Encore une fois, àil-iî, le remède à 
l'abus d'une science mal entendue n'est pas l'ignorance , 
mais une science supérieure (p. y4j 3' colonne); et cepen- 
dant on a introduit une science inférieure ! 



RKCTIFIGATIOII ET QUADRATURE D'UNE ELLIPSE SPHËRIQtlE ; 

Pau le Rév. J*>es BOOTH, 

ProtessevT ou Collège de Uverpool. 

(PbilaaophicilMBGaiiae,t.XXV, p. iS; iH\.) 



1. Théorème. A = aire d'une surface sphmque termi- 
née par une courbe. 



A^ / du i dt,im 



(_■)' 

o = arc de grand cercle , depuis un point lixe P appelé 
pôle, et un point variable s pris dans l'intérieur de l'aire. 

p ^ rayon sphérique de la courbe passant par le pAle 
P Cl le point S de la courbe. 

tù = angle que le plan du grand cercle Pj fait avec un 
plan fixe de grand cercle /îxe passant par P. 
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(95) 
Int^rant, ou par rapport à a, on obtient 

(a) k = J'd»[,~,^p]. 

2. Théokèhb. s et s' étant deux points de la courbe, 
pt, Pi ^ deux rayons correspondants, on a pour la lon- 
gueur de l'arc ss' , 

« -'=X>[-(-'S)t- 

3. L'équation de l'ellipse spliérique est 

.,. coa'M rin'n i 

taDg' Cl tang' p tang' p 
on bien 
(5) 

aaest le grand axe de l'ellipse, angle 

maximum du cAne au sommet 

2^ est le petit axe de l'ellipse, angle 

minimum do càue au sommet 



centre de ta sphère). 
4. Les équaùoQs (4) et {5) donnent 



{6} cos- = «>,a-l î^i_P_ 



/ sin'a 



Substituant cette valeur dans l'àjuation (a), et int^ 
grant, on obtient 



(7) A=^— M»« r^-*" J^ 



, / sin'a 
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(9«) 
OÙ A est le quart de l'aire spbérico-elliptique; faisons 



(9) 



~ lang' n cos' f + laog' p » 



n UnR a />3 ( i 

. = S-tCMb / rfeï"~ — ~ — ■ ■■■ . 

Jo (L'-i.loVeo.vJ"" ^JV'-V C-.M J' 
Prenons le plan de l'angle aa renfermant l'axe moyen 
du c6ne, pour plan des X2 , et le plan de l'angle 3^ ren- 
fermant l'axe minimum du c6ne, pour plan des yz. 

L'axe réel du cAne est pris pour axe des x qui coupe la 
sphère au pôle P. 

Menons par le sommet du c6ne, et dans le plan xz, 
deux droitesfaisant, avec l'axe mo^erion réel du cône, des 
angles égaux e , tels que l'on ait 

COSk ' 

(„) "'"=srp' 

ces droites sont les lignes focales du cône. 

Le plan ungent à la sphère menée par le pôle P coupe 
le cône suivant une ellipse plane. 

Soient a, b, c les demi-axes et l'excentricité, on a 

/ , __ a' — ^ ' „ tang* « — lang* ^ _ sin' a — sio' p 
l " a' ~" long' a sin' a — ces' p 



' 2 lang a Jo '[^(i -c'sin'ç v^i— wn'«"i»'?J 
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(97) 
foiiction elliptique complète de troisième espèce à para- 
mètre de forme circulaire. 

S. Longueur de l'arc. L'équation (5) donne 



04) 

(.5) 



sin' « /sin'p — wn'p\ 



différeatiant l'ëquatioD (ti), on obtient 

l'^cosp 



dp sin'p(sin'> — lin'p) 
et delà 
(■6) -'■ ---■'-' 



«'p sin p ^ sin' a — sin* p ^aio' p - 



Substituant cette valeur dans l'équation (3), il vient 
07) arcj/ = 



Jf*p' r aÏD p ^cos' p — cos' a co>' a T 
p" LV »™ « — wn' p v*"* p — *">' P J 



l'arc étant mesuré du petit axe vers le grand axe ; dési- 
gnant par s la longueur du quadrant sphérique, alors 



(,8) ,= r . r ^■p>/.o.'p-^.-»..-P -[■ 

J^ I ysin'a — un'pysin'p — sin*pj 
posons 

(«9) 



_ sin' a cos'y + sip'P sip'y 
~ tang* a cos* f + taog' p sin' f 



équation polaire centrale. Les limites de l'int^ration 

doivent être prises maintenant de o à -- ou bien de - à o, 

' 22' 

en changeant les signes; différentiant l'équation (19), 

substituant dans l'équation (18) et int^rant, ayant égard 

Aitn.JeM«iUmai.,l.Xa.l. (Mani894.) 7 
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(98) 
aus limilcs , on trouve 



(.0) 



6. Soit ^ l'angleque fait une aecti« 
avec la base elliptique plane du c6ni 

(ai) ««7 = -:— 2, 



6. Soit y l'angleque fait une section circulaire du cdne 
avec la base elliptique plane du c6ne , on a 



in' p . 



introduisant cette valeur dans l'ëquation {ao), on ob- 
tient 

(«),=!îîii^,p f'jj . ; . . V 

S" Ji) \yi — c'sin'çv' — »ui'7«in'tt/ 

fonction elliptique complète de troisième espèce , dont le 
paramètre est aussi de forme circulaire. 

. 7. Faisons a + P' = -»(3 + a' = --, a' etp' sont les 

angles principaux du cône dit supplémentaire au c6ne 
donné -y pour ce c6ne suppUmenuire , on a 

(.3)/ = î!ÎÎ^Mup' fW r- 1 1- 

tttoga' '^ J^ ^L^/i— e"sin'<,\/i-sinVMn'ïJ' 

(ai) — ^ = — ^' e = '•i sin7' = sini, 

' ^' ungo" taoga ' ' 

donc 

'■"8" i, L('-<'"n'?v'i->in>.»ii',J 

DiflItIzedbyGOOgle 
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(99) ' ■ ,1-" ' 

ajouuut cette équatiou à ruquation {l'i], 

(î6) A 4-*'=-. 

C'est la belle relation découverte par Mac Cullagli. 

Prenant la surface sphérique totale S du cône donné et 
la circonférence entière £' de l'ellipse spHériqne du cônv 
supplémentaire, on déduit 

c est le rayon de la sphère , et l'on a ce théorème : 

TaÊOKÈME. L'aire de la base sphérique d'un cane, plus 
le douhle de la surface latérale du cône supplémentaire, 
est égale A l'aire de la moitié de la sphère (*). 

8. Soient aL l'aire latérale du c&ue , aL' l'aire latérale 
du c6ae supplémentaire et S' l'aire de sa.base/ on a 
(aS) S4- 3L' = ac'jr, S' +2L= ac'*, 

(29) (S + aL)+{S'+aL) = 4'>. 

{3o) S — S':=a(L-I/), 

relations qu'on peut énoncer sous forme de théorèmes. 
Analogies entre l'ellipse plane et l'ellipse spkériqne. 
1 . Dans une courbe plane , on a 

s = longueur d'un arc de courbe; 

/; ^ perpendiculaire abaissée d'un foïai Jixe (pôle) 
sur niie tangente à la courbe; 

X = angle de cette perpendiculaire avec une droiteyîxe 
passant par le pôle; 

(1 ^ portion de la tangente comprise entre le point de 
contact de la tangente et le pied de la perpendiculaire; 
le signe supérieur lorsque le rayon de courbure au point 

(') C« qu'on Térifle d'une mtiûèce élémentaire »ur le oaDedroli. Th. 

7- 
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( '■») 

de contact est plus grand que U perpendiculaire p, el\e 
signe inférieur dans le cas opposé. Dans le cas d' égalité , 
on a 

da 



(3.) ^ = .. 

3. Prénom le centre d'nae ellipse plane pour pôle, et 
le grand axe pour droite fixe ; or 

p = a y' 1 — e' sin' i , 
delA 

(33) »=:<i/rflv'' — ''Mo'i — a; 

car le rayon de courbure est moindre que p. On a aussi 

(34) / = afd,^T=7''^ù^, 

- f étant l'angle d'un diamètre avec le petit axe, et l'arc s' 
étant compté à partir de l'extrémité du petit axe. Inté- 
grant les deux équations (33) et (34) dans les mêmes 
limites pour 1 et <f, on a 

d'où 

(35) *"-* = «. 

Nous pouvons donc prendre sur uo qiudrant d'ellipse 
deux arcs mesurés respectivement des extrémités du petit 
axe et du grand axe, et dont la difFérence soit ^ale à une 
ligne droite. 

On démontre facilement que les extrémités de ces arcs 
sont les intersections de l'ellipse par deux hyperboles 
biconfocales avec l'ellipse. La première hyperbole , pas- 
sant par l'extrémité de l'arc mesuré du petit axe , a pour 
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{■»■ ) 

axes 

(36) A = a«sii]X, B=:aecos'i.; 

«l la seconde hyperbole, passant par l'extremîté de l'arc 
meniré du grand axe, a pour axes 



i. 



r' sin 1 cos 1 



donc 

(38) «« = AA', H = BV, ^, = 2' 

5. sE) et ad' <iunl les angles des asymptotes <kns les 
deux hyperboles , on a 

B b 

Ung e = - = cot i , tang V = - Ung 1 , 

d'où 

(39) tong9Unge' = -, 

relation iodépeadante de X. 

6. r' et r" étant quatre demi -dianè très de l'ellipse, 
asymptotes des hyperboles, on a 

coï* 9 sin' e i 

mettant pour les cos 6 et sin 6 les valeurs ( 3g) , on a 

~ a' ces' 14-*' sId' 1 ^' ' 
on trouve de même 

r"' = /.' i 
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delà 

(4i.) r'r'=p, 

relation aussi indépendante de "k, 

7. Dans tes cas où u est un maximum , l'on a 

da ., , iPp 

— ^ o. d où — - =: o : 



d' a\j\ — c'ïin'i _ 
d'où 
{4'} tangn = f, 

(42) A = a{a-i), h'=b(a—h],k' = a{a-b), V = b{a~b), 
A = A', B=;B'. 

Ainsi , les deux hyperboles se confondent ; les deux arcs 
elliptiques formen 1 le quadrant ; théorème de Fagnani : 

ffB = AA' = a(fl — A); 
donc 

u =1 a — b, r' =.7" -^ p, p* ^ ab. 

Ainsi , le quadrant elliptique est divisé en deux arcs 
dont la difiiérence est égale à la différence des deux demi- 
axes. 

Nous désignerons ce point d'intersection par le nom de 
section linéaire. 

Menons une tangente en ce point : soient t la porûon de 
celle tangente terminée au petit axe , et t' la portion ter- 
minée an grand axe; on aura 

1 1= tang 1 v'd' cos' \ + b' sîn' 1 , 
, _ i' tang l 
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( .o3) 
d'où 

va' cos' 1 + é' sid' 1 

8. TouB les points de section linéaire d'une série d'el- 
li pses biconfocales sont sur une courbe dont l'ëfjuationest 

et tous les points de section linéaire d'une série d'ellipses 
concentriques ayant les mêmes axes principaux, et la 
somme de leurs axes principaux égale à une quantité 
constante a L , sont sur une hypocycloïde concentrique aux 
ellipses; Icrayondu cercle lixe est L, et le rayon du cercle 
roulant est-; L. 

Formule de rectification des courbes sphériques. 

9. Soient une sphère et un c6ne concentriques ; prenons 
celui-ci du second degré; les raisonnements ne changent 
pas pour d'autres cônes. Par le centre O de la sphère me- 
nons un plan tangentau cône, coupant la sphère suivantun 
grand cercle touchant l'ellipse sphérique en un point E, et 
coupant la base planeduc6ne (menée comme ci-dessus^ 3) 
en une droite u qui touche l'ellipse base plane du cttne en 
on point/} pari 'axe du cône menons un plan perpendiculaire 
à la droite u; soit / le point d'intersection : le plan passe 
par le centre C de l'ellipse sphérique et de l'ellipse plane. 

Soient OE = c, Oi = R, 0/=P, C/ = p, Ci"=r, 
CE ^ cr :^ arc de grand cercle; u = il-, donc 

K' — c' + r*, F' = c'-+-p', R' = P'~B'. 
Si i' est un point inliuiment voisin de i sur l'ellipse , 
plane, et E' le point correspondant sur l'ellipse sphé- 
rique, on a 

II' = tù, EE' = edo, 

(■) Oni DiiiiikdaueiDleaéqnition>(43)et( j.^)d«raut«ur, de même 
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( ,c4 ) 
et la proportion 

«ire / C : aire OEE' : : P A : c* rfi : : R' : C ; 
car ces triangles ëlëmentaires sont semblables, d'où 

(46) ''"^IF" 

ds est l'éUment de l'arc, le rayon de U sphère étant l'u- 
nité. Remplaçant cette valeur de ds dans la formule (3i), 
nous trouvons 



9_Pp- P rfU __ . 

* ~" R' "^ R' rfl ~ " 



1 (ÏÈt — 



Ui) 



Pàna=:p et P' = R' — u' ; 



Faisant les substitutions dans l'équatiou précédente, on 

obtient 

,,_. di 1 rPrf'p d¥dp-\ 

Soit V l'angle iOl, 

_ " _P. 

K--, co»v— -; 

d'où 

, , . il—}_\~— rfPH I VV/tp rfP^pl' 

'*9) rfi R'L rfÀ "rfiJ—R'LdV rflrflj' 

équation anal<^ue à l'équation (3i) pour les courbes 
planes. Or, l'on n'a fait aucun usage des propriétés spé- 
ciales au c6ne du second d^ré; cette formule appartient 
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( 'o5) 
doDC à une courbe sphériqae quelconque, que l'on peut 
toujours considérer comme l'intersection de la aphire 
pur un c6ne. Ainsi , un arc de courbe plane est toujours 
égal à une int^rale définie, plus une longueur d'une 
droite; et un arc de courbe sphérique est égal à une in- 
i^^ale définie , pins un arc de grand cercle. 

Seconde rect^cation de tell^se sphérique. 
iO. Soient a, b les demi-axes de l'ellipse plane, et «, 
^ , jD , (3 , V les arcs sou»-tendus au centre de la spbère de 
rayon c, par les droites a, i, r,ff, u; ona 

a^ctMa%Hy b = etm%p, r=ctaiigp, 
/> = (rtaago, H:=Ptangv; 
dans cette même ellipse, 
j;*;=«'cos*l-l- Csin'X, tang'ET^ung'acos'l+taDg'pND'l, 

,- . . , tanc'acos'l-t-iaDe'Bsin'X 

(Si) sin'n= — i-s "/, .■... 

sec' a. cos' A -|- sec' ^ ïin' * 

Substituant cette valeor dans l'équation (5o), 



H-Iang'Pwn'l 



(Sa) a= /dii/îî^Mlf^f^li: 

J \ séc' CI co»' i + séc' p sin' i ' ' ' 
faisant 

!siD'p=: sîn'asin'ip +»iii'pco»'f , 
d'od 
cos' p = Gos'((sin'f + oos'pcos'o, 

rfp = *-^-î^l^ (sin'« — sin' p); 
siD p cos p 

substituant ces valeurs dans l'équation (i8) , on trouve 

(545 </ = Trfp 1 / *a"S'''«>a'y+*ang'psin'T 

J V *^' « Ços' f + séc' p sin' ^ 
Si , dans les deux dernières équations , on exécute l'inté- 
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( ■««) 

gration eulre les mêmes limites de X et 9 , leurs valeurs 
seront égales , et de là 9' — o =ï — v. 
Or, 

.ie.=:, . = 4, si.,=,.|i 

/> et P ae peuvent devenir ni séroa oi InCnii, par consé- 
quent ils conservent le même signe + ; le signe de sinus v 

est donc le même que celui de p —■ 
Mais 

p' = a' rin' X + 6' cos' i ; 
donc 

p~^— (a' — 6') sin 1 cos X ; 

ainsi, sinv est négatif, et comme v est plus petit que n,il 
s'ensuit que v est négatif, et l'on a 

{55) 9'— »=,, 

formule analogue à la formule (35). 

11. Lorsqucv estunmaximum,— ^ o,ou,d'aprè«rë 

quation (49) > 

(58) ^.î^ = p^, 



p = ^o' cos" 1+6' sin' X , P = ^c' +/»'. 
' Substituant dans l'éqoaUon (S8), et remplaçant - par 
langa,et-par tang^, on obtient 

,_ , . ,v langBséco sin a , , 

(5q1 lang'i = — ° „ . ■ ■ = -; — xsec'i; 
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\ >07 ) 
Ecstl'excentricitédercUipaesphérique; résulut analogue 
à l'équation (4i)- 

IS. On trouve, en faisant les substitutions, 

(60) tangii = 



13. ConceTons deux hyperboles spbérîques, bîcoufo- 
calea à l'ellipse sphérique, l'une passant par l'extrémité 
de l'arc mesuré de l'extrémité da petit axe et l'autre par 
l'extrémité de l'arc compté à partir du grand arc \ dési- 
gnons par aA, a B les axes de la première' hyperbole, et 
par a A' et aB' les axes de la deuxième hyperbole: on 
trouve, sans beaucoup de peine, 

16-) •"rA = -^ 



__ tang'icos'l 
I — e'sin'l 



— sin'isin'l 



(62) iaiig*A' 

et de là 

.. ( tangvUngpcosa = tangBtangB', 

I tangi tangacasp = tangAtangA', 

tang B tang B' tang p séc p _ 

lang A tang A' tangaséca' 

résuluis analogues il'équalion (38) : dansleshyperiwlcs, 

. , tang' A + Une'B „ tang' A' + tang" B' 

lang' «' := — ^s s_, tanK' i" = — ^ ^__ ■ 

" I — tang' B " I — lang" B' ' 

dans l'ellipse, 



tang" a — tang' p 

d'où 



•""S'* '-i-t-nB'P 
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( .o8) 
14. Lorsque v esi ud maximum, 

et de là , en ce cas, 

iUng* A = tang a sec a (sin > 
Ung' B = lang p séc p (sin a 
tang' A' ^ tang a séc x (sin « 
taog'8'^ tang p séc p(sio a 



d'où 



A=A', B = B'; 



ou, lorsque v est un maximum, Jes deux hyperboles se 
réunissent, et les axes de l'ellipse sphérique ont une ex- 
trémité commune et forment ensemble le quadrant j ce 
point commun peut être appelé le point de section circu- 
laire. 

Dans ce m£me cas , 

(65) tang V = séc ot séc p ( sÏD « — sin p). 

15. Les plans asymptotes sont parallèles aux sections 
circulaires du cône ; soit 3 9 l'angle asymptotique de l'hy- 
perbole ( A , B ) : d'après l'équation (ai), ou a donc 

sm' S = ~. — L > 

SUl'a 

^' et a' étant les demi-augles principaux du cône qui a 

pour base l'hyperbole sphérique. 

Or 

■ .. , ■ . . ■ , . cos' 1 

sin p' = cos 1 , sin or = cos A et sm' 9 = — — ; 

^ cos'A 

metunt pour cos' A sa valeur déduite de l'équation (6i) , 
on trouve 

(66) tang « = ^^^ col X. 
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, {'09) 
Ùiminant 6 entre cette équation et l'équalion de l'ellipse 



tang' « co»' 1 + tang' p sin' 1 _ sin' a 
séc* * cos' X ■+■ téf p sin' 1 ~ sii 



(67) 

et, d'après l'équation (Si), 

(68) »lDp= : <-• 

Soit ad' l'angle asymptotique de la deuxième tiyperbolc 
(A',B');ona 



{3" et a" sont les detni-anglet principaux du cdne qui a 
pour base l'byperbole. On trouve aisément que 



tanc B' . „ 
tangA 



taDS B" ^ - — ^-v,) sÏD «" == co* 
° tangA' 

d'où, d'après l'équation (on] 
sin' 8' = 
cos'fl'=: 



tang'p sin' 1 

lang' a cos' 1 + tang* p *in' ï ' 

Ung' « co»* y. 



tang' a cos* 1 + lang' p sin' 1 



(69) -e''=^!'^^. 



sin 8 
{70) ungGttng3'=i-^; 



résultat indépendant de X et parfaitement conforme au 
résulut de l'équation (S^). 

16. Nommons 0' le demi-diamètre de l'ellipse, asymp- 
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( ■ 


") 




totede 


'hyperbole 


ion 








(7') 


àn'f' = 


uns' 


«co» 


i + t.ue'P 


«n'I 


séc 


au» 


n + séc'psi 


DU 


eldeli 













(^3) ■ii]psinp'=: MO a sinp, 

aoali^e à l'ÀjuaUun (4o) , et p' = a\ ou le deminlia- 
mèlre de l'ellipse, asymptote de l'hyperbole (A', B'), est 
égal k la perpeudicolaire abaissée du centre de l'ellipse 
sur la tangente passant par le point d'intersection de 
l'ellipse et de l'hyperbole. 

17. CoDstruisons un cercle sur le grand axe de l'el- 
lipse sphériqtie comme diamètre ; soieut m et fx les points 
où les ordonnées prolongées des extrémités des arcs ellip- 
tiques a et 7' coupent ce cercle ; désignons par r, et i^, les 
demi-diamètres de l'ellipse passant par ces points, et par 
5 et 3-' les angles que r, et r*, font avec le grand axe ( con- 
struction analogue à celle qu'on fait sur l'ellipse plane). 

Ona 



H étant l'ordonnée sphérique du point fi , on a, dans ce 
cas, 

tang't toriB'H 

— 1 :- = I dans le cercle, 

lang a tang'a 

— ~- H 2.-T = I dans l'ellipse; 

tang'a tang'p "^ 



lang H tang a 

tang a taiM p ' 



^ Google 



( .,1 ) 

et les formules du triangle rectangle donnent 

tang'H . „, 
tamg'a 
ou 



lang* a. cos' 1 + tang' p *in' \ 



Éliminant 9' entre cette équation et l'équation polaire 
(an centre) de l'ellipse (19) , on obtient 

{93) tang* /, = tang' a cos'i + ung* p mu' 1 , 

et comme 



" tang' a coï' 1 + Ung' ^ sin" 1 



( j4) ''°8 '*! ^'^S ''i ^^ tang a lang^. 

18. Késumant les valeurs des angles des asymptotes 
des byperboles, et aussi les valeurs des diamètres de l'el- 
lipse passant par les points m et ft, nous trouvons 

tang 9 = ^ cot 1 , tans S = cot i , 

lange' = —^^tangl, langS' = ^^Hif langi. 

Ici nous remarquons une remarquable interruption 
dans l'analogie que nous avons toujours trouvée exister 
entre les propriétés de l'ellipse plane et de l'ellipse sphé- 
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(,.. 1 

rique: dans l'ellipse plane, les as^ptoies de l'hyperimle 
coïncident avec les diamètres qui passent par les points 
m et fi (§ 5 , p. aoi ) , et cela esiste encore pour l'hyper- 
bole sphérique voisine du grand axe (A', B') , mais n'existe 
plus pour l'hyperbole voisine du petit axe (A, B) ; en 
d'autres termes, on a 



maïs $ n'est pas égal à 3-. 

19. Soit n la coordonnée du point de tecUon circu- 
laire } par ce point menons une Ungente, et soit z le 
point où cette tangente coupe le petit axe ; on a 

(ang n tang i:, = taug' ^ , 

^ est la distance du centre de l'ellipse au point z ; et 

cos T = ces Kl cos ( ï — n) = cos x, ces i; col n 4- cos X, sin i; sio q ; 

X| est l'abscisse du point de section circulaire, et r la lon-> 
gueur de la tangente entre ce point et le point z. 
Éliminant ^, on obtient 

cos Xi sia n séc' B 



^ung< p + UDg* » 

et n étant l'ordonnée commune à l'ellipse et i l'hyper- 
bole, 



M' a sin' 1 + cos' p cos' 1 
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fusant les subsûtutions oécesuirCB , doub obtenons 

(76) t«ngT = teiigl«iHoiy^ ^^~^,T^,^ , 



sin' a cos' p 

Soit t' le sèment de U tangente prolongée jusqu'à 
grand axe , nous aurons 



^ttog* a + taog' X, 
Ung* a cos' 1 
^^ tang'acos'X + taag'pnnU 

, j tang* psiD'> 

tang' a séc* a cos' 1 + tat^' p séc* p sin' 1 ' 

éliminant x, et n, on a 

tans 1 lang' S cos' « 

(77) Ungr- = ° , , . , ==; 

sia,t/'-"^ 
V ' — nn'tsin'l 

delà 

(78) laiig(t— T*) = - — > 

V(i — «'sin')i)(i — sin'i sin'l) 

d'où, en vertu de l'équation (60), 
analf^e k l'équation (44 ^û). 

in. i> UaA^maî.. I. XUI. (Msn 1854.} 8 
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NOUmiB MfiTHODE POUR DIVISER UN POLYGONE EN PARTIES 
PRAPORTIONNBLLES A DES «UINTITËS DONNÉES PAR DES 
DROrtliS PARTANT DDN POINT 0(]ELCÔIII«(1E PRIS DANS 
SON «TfiRUniR-, 

P»i M. EUZET, 

Garde du Génie, h Taulon. 



Soit, pour6xer les vlées,roctogoaeirrëgulîcrABC...GH 
à diviser en 9 parties, proportionnellfs aux quantités 
a,i,c,..., par des droites partant du point O, la première 
ligne de division OV ' étant donnée. 

Prolongez tous les côtés de la figure indéfiniment et 
dans le m£me sens ; menf z par le point V ^ à U première 
diagonale fictive OA, la parallèle VA' terminée à la ren- 
contre de AB prolongé en A'; menez par A' à la dîago- 
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nalè suivante OB, la parallèle A' B' terminée au prolon- 
gement de BC, et ainsi de suite, tous rencontrerez le pro- 
longement du cAté AH de départ en un certain point H' 
lel, quele triangle VOH'scra équivalent Ji roctog(me pro- 
posé. 

Cfila admis, divisez VH' en parties VI, IK , KL, etc., 
proportionnelles aux quantités données a, t, c, d, etc. ; 
menez parles points de division I, K, L, M, N,..., des 
parallèles i G' H' terminées sur HG, ou son prolonge- 
ment, en 1', K',L',M',...; menez par ces derniers points 
des parallèles k F' G' terminées sur FG ou son prolon- 
gement en K", L", M'',.,., et ainsi de suite, vous 
rencontrerez nécessairement les cAtés proprement dits de 
l'ocU^one, aux points I", K', L*", M", N^,... , qui étant 
joints avec le point O, détermineront des droites parta- 
geant l'octi^ne proposé en 9 parties ayant entre elles le 
rapport demandé. 

II suffit de faire voir qu'une partie quelconque OVM 
du triangle OVH' est équivalente à la partie correspon- 
dante VHGEM" du polygone proposé ; en effet : le trian- 
gleOVM = OVH + OHM = OVH ■+■ OHM' = OVGH 
-I- OGM' = OVHG + OGM" = OVHGF -t- OPM" 
= OVHGF ^- OFM-" = OVHGFM"; ce qu'il fallait 
démontrer. 



TABL8S lES LefiARITiniKS NfirtRIENS IB UCHUtlOS DISB. 



L'observatoire de Vienne, comme tous les autres ob- 
servatoires principaux , le nôtre excepté (*) , publie des 



(*) Non! pooToni eipérar qae celte btiDteuie ciceplion ceM«ra hlcnUt. 

8. 
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annales, sous U direction de M. le directeur Louis 
de Litlrow. Le XIV volume de la nouvelle série {i85i) 
contient, dans le I" cahier, une Table des logarithmes 
naturels de la même étendue que les logarithmes de 
Briggs dans les Tables de Fega. 

Ces TablcBont ê\é calculées de tèt« par le célèbreZacha- 
riusDasc, la plus grande faculté calculatricemeaialequiai t 
jamais existé (Nou^'elles jén/utles, tome IX, page la). La 
Table s'étend de i à io5 ooo. Dans l'introductioD, l'auteur 
dit ; Cette Table a été calculée avec le plus grand soin 
avec. lo chiffres, t^n d'avoir le 7' chiffre avec exactitude. 
J'ai lu moi-même les épreuves;, et , l'impression achevée, 
j'ai tout calculé de nouveau et n'y ai trouvé ^ue les six 
erreurs suivantes. 

Il est inutile d'insister sur l'utilité des logarithmes na- 
turels , puisque les intégrations ne s'opèrent immédiate- 
ment que par ces logarithmes; par le mÊme motif, il 
serait extrêmement commode d'avoir les logarithmes na- 
turels des lignes trigonométriques. C'est ce qu'on devrait 
faii-e faire à Vienne par M. Dase, ou ce que le Bureau des 
Longitudes pourrait faire exécuter à Paris par l'excellent 
et intelligent calculateur, M. Koralek. Le plus précieux 
de tous les instruments arithmétiques est celui que la 
nature organise dans certains cerveaux privilégiés. Pour- 
quoi ne pas en tirer parti dans l'intérêt de la science (^ ? 

Si nous avions des Tables usuelles pour les lignes hy- 
perboliques , les logarithmes de Leoncllî , dit de Gauss, 
lés fonctions elliptiques, les F de Legendre, les l(^a- 
rithmes intégrants de Solner, etc., toutes ces transcen- 
dantes tiniraieut par entrer dans le domaine public, 

(■) M. Graodniiinge , né k Éplnal ( Vosges ) en iS35 , sani bru et MD> 
jamb««, donne des aétaeet publiques, boulOTard du Temple, b' 4, où 
il eiécnte, de lAe, des opérulions très-compliquées d'arithmétique el 
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comme aujouiil'liui les lignes ti'igonométri<]ueE, que l'ha- 
bitude nous fait envisager sans frayeur. Une intégrale 
ramena à une de ces transcendantes serait une intégrale 
connue, et beaucoup de questions de physique difficiles. 
auraient des solutions vulgaires , tels que sont maintenant 
les calculs qui exigent des Ic^arithmes et des sinus. Toute 
transcendante pour laquelle il existe une Table et des 
'relations,' additions, soustractions, etc., a une utilité 
pratique. Le Bureau des Longitudes est ou devrait èii-» 
principalement institué pour ce genre d'utilité. 

nOILilKS M GÛHÛTUE QUI SB RAPPORTKNT AU CUGUL 

KS OHUms COMtTAiRES; 

D'apbès m. GRUNERT. 

[Krcb. de Halbémaliqucs , t, KVII , p. m ; i8Si.; 

PaoBLÈHE 1. Quatre droites sont données dans un 
plan; mener une cinquième droite telle, que les trois seg- 
ments interceptes par les quatre droites soient dans un 
.rapport donné. 

(Newtoh, Aràh, univers. Prob. géom. 5(). ) 

Une solution synthétique très-simple estdue au célèbre 
architecte et géomètre sir ChristopberWren. On la trouve 
dans l'Astronomie de David Grégory, lib. V, prop. 12. 

PaOBLÈHE 2. Trois droites sont données dans l'es- 
pace; mener une quatrième droite telle, que les segments 
interceptés par les trois droites aient un rapport donné. 

(BoucuER, de la Détermination de l'orbite ded comètes, 
Mém. del'Acad. des Sciences, ijSS, page 33i.) 

Pboblème 3. Quatre droites sont données dans Fes- 
pace ; mener une droite qui coupe les quatre droites. 

PaoBLfeME 4. Trois droites et un point F sont donnés 
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dans l'espace; décrira une parabole ayant ce point pow 
foyer et coupant les droites aux points A , B , C, </« ma^ 
nière que les aires des triants FAB, FBC toient dans 
un rapport donné, 

(Olsekb, jibhandliing ùber die letcktesie und be- 
quemste methotle d^ Bahn eines cometen su beret^tnen; 
Weinur, 1797. — C'est la célèbre dissertation sur la mé- 
lliode la plus facile, la plus commode de calculer l'orbite - 
d'une comète. On en a tme nouvelle Àlition, considéra- 
blement augmentée par Encke. Weimar, 1 847* Ony doone 
la solution de ce problème 4. ) 

PaoBLÈHE 5. Quatre droites et un point F sont don- 
nés dans l'espace; mener par ce point un plan qui coupe 
les quatre droius en quatre points A , B, C, D, telle- 
ment que les aires des trois triangles FAB, FBC, FCD 
soient dans des rapports donnés. 

C'est à ce problème que M. Grunert ramène le calcul 
de l'orbite. La solution est analytique, et l'auteur en fait 
l'application à la comète de 1769. Le calcul est direct, 
sans aucun tâtonnement, et n'exige que les connaissances 
élémentaires des deux trïgonométries ; mais c'est aux 
astronomes calculateurs à en juger. 

Il est presque superflu de dire que c'est la loi de Ke- 
pler sur les aires qui rattache le problème des comètes à 
la géométrie. 

La première idée d'assigner une parabole aux orbites 
cométaires appartient à un ecclésiastique nommé Dolfel 
de Plauen, dans le Voigtland. Voici le titre de son ou- 
vrage : Astronomische betrachlungen des grossen come- 
ten. Welcher, 1680 und 1681, enchienen, dessen zu 
Plauen angestelite observationes , von M. G. S. D. 
Plauen, 1681. (Considérations astronomiques sur la 
grande comète qui a paru en 1680 et 1681, avec les ob- 
sei valions faites h Plauen en 1681.) 
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Ce sont précisément les calctils sur cette comète qui 
ont amené Newton à proposer une orbite parabolique, 
mais postérieurement à DoUel, car la première édition 
des Principes est de 1687; c'est aussi la célèbre comète 
dont Halley a prédit, en *yo5, le retour pour 1759. 

SOLimOH DB li QIWSTION 283 

[Toir L XII. p.M); 

P*» M. H. ROCHETTE.S. J. , 
de la miison eccKiiuUquB de Vais, près La Pay. 

Lemme. Lorsque deux triangles ont même base, la 
droite qui joint leiurs sommets est parallèle à celle qui 
joint leurs centres de gravité. 

Soient ABC , A'BC deux triangles ayant même base ; si 
nous désignons par G et G' leurs centres de gravité, par 
h et h' les perpendiculaires abaissées des points G et G' 
sur la droite AA', nous avons, d'après une propriété 
connue (*) (voir Bkiot et Bouquet, Géométrie anafy- 
tiqite, 9* édition, n" 35, 1°) 

A, et h\ étant les perpendiculaires abaissées des points B 
et C sur AA'. Donc h = h' et AA' est parallèle à GG'. 

Dans un quadrilatère plan, trois .fois l'aire du triangle 
formé par le centre de gravité du quadrilatère comme 
sommet, et un c6té A du quadrilatère comme base, plus 
l'aire du triangle formé par l'intersection des deux diago- 
nales comme sommet, et le càté opposé à A comme base, 
est égale à l'aire da quadrilatère. (Môbius.) 

>i trés-simplemeni d'une imniâro 
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Soient ABCD le quadrilatère donné , AB le c6té désigné 
par A , et G le centre de gravité da qtudrïUtère Jk l'iutcr- 
«ection des deux droites G'G", GtG' , qui joignent les 
centres de gravité G', G", G, , G', des triangles BCD , 
ABD, ABC, ADG. 

Construisons par la pensée le triangle qui a le côté DC 
pour base et même centre de gravité que le quadrilatère. 
Les lignes qui joignent le sommet O' de ce triangle aux 
points A et B sont respectivement parallèles (/^mme) aux 
droites G, G', et G' G, et, par conséquent , aux droites BO 
BtAO.LequadrilalèreÂOBO'estdoncunparalIélt^rainme, 
etlaperpendicnlaire abaissée du point O' sur AB égale la 
perpendiculaire h abaissée du point O sur AB. 

Désignons par H la perpendiculaire abaissée dn pointG 

sur AB , et par h' et h" les perpendiculaires abaissées des 

points O et C sur cette même droite. Nous aurons [voir 

Briot et Bouquet , Géométrie anafyùtjne, numéro déjà 

cité) 

„_ *'-t-A"-A 
H _ 5 1 



d'où, si nous représentons par T, T, T*", 
triangles GAB, ABC, ABD, ABO, ODC, 

3T = T' + T"— T", 
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lu bien 

3T + T*' = aurbce du quadrilatère, c. q. r. d. 
M. Genocchi (Angelo) donne nue solution analogue. 



soLinwK H u m&tm tu 

F» H. H. ROCHETTE, S. J. , 
delà miiion wdéMMtique d« Vili, prèi La Puy. 

Soient le quadrilatère plan ABCD; Ë l'intersection 
des c6tés CB et DÂ ; F l'intersection de BA , CD. Prenons 
un point quelconque T sur la diagonale ACj par les deux 
points A et T faisons passer un premier cercle; par C et 
T, un deaxHme cercle :'le premier cercle coupe AD en 
P et AB en Q ; le deuxième cercle coupe CE en R et CD 
en S. Parles points Q, B, R faisons passer un troisième 
cercle, et parlespoiRtsP,D,Sun*fuafr£/ne cercle; ces 
deux derniers cercles (troisième et quatrième) couperont 
U diagonale BD en un même point U. Menons i 
quième cercle par les points P, E, R, et un i 
cercle par les points Q, F, S : ces deux derniers cercles 
coupent la troisième diagonale EF au même point V. 

Les six cercles se coupent en un même point Z , et les 
six arcs ZA , ZB, ZC , ZD, ZE, ZF, pris d'un même c6t^ , 
sont semblables. 

Soit G l'intersection des deux diagonales AC, BD; les 
quatre points G , U, T, Z sont sur une même circonfé- 
rence. 

Soit H l'intersection des diagonales AC, EF; les quatre 
poinU H , V, T, Z sont sur une même circonférence. 

Soit enfin I l'intersection des diagonales BD, EF; les 
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quatre poînu I , U , V , Z ( * ) sont sur une mime cincon- 
féreoce. (Mobius.) 




Les deux premiers cercles se coupant en Z, le troi- 
sième, qui passe par les points Q, B, R, passera aussi 
par ce point Zj car le quadrilatère QBRZ est iascrip- 
tible , puisque 

ang BRZ = ang ATZ = ang AQZ. 



>e dans l'énoncé , nou* ■ paru devoir èlrf 
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De même, nous avons 

angZSG=:aagATZ = angZPD, 

et le quadrilatère PDSZ étant inscriptible, le cercle qui 
passe par les points P, D , S passe aussi par le point Z. 

U étant le point de renconlre du troisième cercle avec 
la diagonale BD , si U' est le point de rencontre du qua~ 
trîAme cercle avec cette même diagonale, on a 
ang BCZ = asg ÂQZ = ang ZPD , 

et, par conséquent, les angles BUZ, DU'Z sont supplé- 
mentaires, c'est-à-dire que les points U etU' se confon- 
dent en un seul. 

Le quadrilatère PERZ est inscriptible, car 
ang GRZ = ang ATZ = ang ZPD. 
he cinquième cercle passe donc par le point Z. 

Le quadrilatère FQSZ est aussi inscriptible, car nous 
avons 

aog CSZ = ang ATZ = ang AQZ , 

et, par conséquent, les angles FSZ, FQZ sont supplé- 
mentaires. Le sixième cercle passe donc parle point Z. 

Soient V et V les points où le cinquième et le sixième 
cercle rencontrent la diagonale FE; ces deux points se 
confondent en nu senl, car 

angEVZ= angZPD =an6 AQZ= angFV'Z. 

Ainsi , les six cercles se coupent en un même point Z , 
et les six ares ZA, ZB, ZC , ZD, ZE, ZF, pris d'on même 
côté, sont semblables, puisque les angles ZQÂ, ZRB, 
ZSC , ZPD , ZVE , ZSF sont és^m , comme on l'a vu dans 
le cours de la démonstration. 

G étant le point d'intersection des diagonales BD , AC, 
les quatre points G, U, T, Z sont sur une même circon- 
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féieuce, puisqu'on a 

angGUZ = ang AQZ = ang ATZ. 
Les quatre points H, V, T, Z, sont aus&i sur une 
même circonfcrence, car 

ang aVZ = ang EPZ = ang BTZ. 
L'angle EVZ = ang ZPD = ang lUZ , d'où le quadri- 
latère lUVZ est inscriptible, et les quatre points I , U , V, 
Z sont sur une m£me circonférence. 



ToUB lei auvri([ei anooncéa dioi lei SoovelUi Aimalrt ir lt»îhétiHUiqiieâ 
•e trouvent ebei HAtLET-HiciELii* , libraire , quai des Aueuiiins , 55. 

Elémehts d'Arithmétique théorique et pratique, par 
M. E.-A. Tarnier, docteur es sciences malhématiques, 
a* ^ition, conforme aux nouveaux Programmes d'en- 
seignement. Paris, i85:t; i vol În-S, de iv-998 pages. 
I^s Nouvelles j4nnaies ont rendu un compte favorable 
de la première édition de ces Éléments ( tome X, page 3oi). 
I..a seconde, quoique conçue dans le même eiprit, est à 
quelques égards un ouvrage nouveau. L'auteur aban- 
donne la méLbode synthétique pour y substituer l'analy- 
tique, qui, partant des dëfiniiioiis des opérations, con- 
duit graducliemeiit à la manière de les cITeciuer. Le styli- 
plus concis a permis de léduire l'ouvrage de 444 P^*^^ '* 
398, sans supprimer rîeu d'essentiel. 

Nous n'avons que des éloges à donner à la manière dont 
M. Tarnier a exposé les théories, souvent délicates, dr 
l'Arithmétique. Nous ne nous permettrons qu» quelque» 
critiques Je détail. 

Etait-il bien nécessaire de dire (page 1) que : « un 
M nombi'c est plus ou. moins grand suivant qu'il contient 
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» plus OU moins d'unités, net que: « c'est pour cela que 
H Ton regarde l'unité èomme le terme de comparaison 
M auquel on rapporte la grandeur des nombres. » 

La numération aurait peut-être gagné à £lre divisée en 
deux parties , savoir, la nomenclature et la notation. Il y 
a U deux choses distinctes et sAccessives dans l'ordre des 
idées,, comme elles l'ont été dans l'ordre historique. 

Enfîn, tout en eroyant , avec M. Tamier, qu'on a sou- 
vent abusé des symboles littéraux en Arithmétique, nous 
ne pensons pas tpi'on doive les écarter sptémaiiquement, 
L'important est d'être clair et concis , et , dans chaque cas 
particulier, il nous parait convenable d'employer sans 
scrupule, le fond restant le même, la forme la mieux 
appropriée à ce double but. 

Malgré ce dissentiment , nous ne confondons pas le sa- 
vant examinateur avec ces ennemis personnels de TÂl- 
gèbre qui font à cette science une guerre acharnée, et 
ont même exprimé publiquement le r^ret de ne pouvoir 
la supprimer. Fîons reconnaissons même que M. Tarnier 
s'est tiré avec avantage de plusieurs passages qu'il était 
bien difficile de rendre en discours ordinaires, mais son 
exemple ne nous a pas converti. 

La plus grave accusation que les ennemis dont nous 
parlions tout à l'heure portent à l'Algèbre, est Ae fausser 
le jugement i*). Il parait difficile d'admettre qu'un pa- 
reil résultat soit produit par une méthode reconnue 
exacte , d'un consentement unanime. En quoi un raison- 
nement en langage ordinaire diffère-l-i1 d'un raisonne- 
ment en langage algébrique ? En rien , si ce n'est que les 
termes généraux servant k désigner un individu <juel- 
conçue pris dans une classe d'objets , sont, dans l'un, 

(*) La même iccHution vient d'être portée par l'kuteur d'un Traité 
d'RrithmétiqiiB contre 1> règle de troU,la régula tarea dté anciani. 
PauTre règle de Iroii! 
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des mou In^-longs ou même des périphrases, et, dans 
l'autre, des mots les plus courts possible, des mou d'une 
seule lettre. Comment une phrase sensée dans une langue 
peut-elle n'avoir pas le sens commun dans une autre, si 
la traduction est exacte? Les ennemis personnels de l'Al- 
gèbre feraient bien de nous expliquer ce paradoxe. 

Nous ne prétendons pas qu'un savant algébrisie ne 
puisse Être un médiocre logicien : cela s'est vu et se voit 
' encore ; mais l'Algèbre n'y est assurément pour rien. En 
général, on est trop porté, quand on discute une mé- 
thode, soit potu l'atuquer, soit pour la défendre, à faire 
bon marché de l'inteUigencc humaine, qu'on traite 
comme une matière inerte. Les bonnes méthodes ne font 
pas les bons esprits , mais les bons esprits seuls savent 
tirer parti des bonnes méthodes et quelquefois même des 
mauvaises. 

T^ËOKiB OES LociRiTHKES, couformc aux nouveaux 
Programmes d'enseigoemeut ; par le même. Paris, 
iS^3. In^S , de 11-Q& pages. 

On sait que les petites précautions font les grands cal- 
culateurs. Les détails les plus minimes ont leur impor- 
tance, dès qu'il s'agit d'abr^r un travail aride et de di- 
minuer les chances d'erreurs. Il y a là un art qui ne peut 
sans doute s'acquérir que par beaucoup d'exercice ; mais 
de bons préceptes peuvent en faciliter l'apprentissage. 
M. Tamier rend donc un grand service aus jeunes élèves 
en leur présentant, à côté d'une théorie complète des I0-' 
garithmes, un ensemble très-varié et très-bien choisi 
d'applications propres k servir de modèles. Noiu enga- 
geons les élèves à refaire tous les calculs en suivant leurs 
propres inspirations, puis à comparer leur marche avec 
celle de l'auteur. Cette comparaison leur fera miens 
apprécier toutes les finesses dont se compose l'art diflîcile 
de bien calculer. 
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■I U VALIDR MI RAYM H COURBURE D'IiNS COURBE 
ALfiÉHtlQUE EN DII POINT D'INFIEHON OU DE RBBRODS- 
SEIENT: 

Pm m. BRi^TOn (du Chuif), 
IngiDlMiT dea Ponls et ChiiuaéM. 



Le rayon de courbure d'une courbe algébrique en un 
point d'inflexion oude rebroussement est, en général, nul 
ou infini. Toutefois, daus le cas d'un point derebrousse- 
ment de seconde espèce, la valeur de ce rayon peut ne 
pasètrenulleni infinie. Ces circonstances méritent d'être 
examinées avec soin, et les notions qui se rattacbcnt à 
cet ordre de considéraUons sont susceptibles d'applications 
importantes. Par exemple, la possibilité d'obtenir au 
foyer des télescopes des images suffi^mment claires tient 
essentiellement i ce que les rayons de courbure des 
caustiques sont nuls en leurs points de rebroussement. 

PoinU d'inflexion. Supposons que l'on ait pris pour 
axes des x et des y la tangente et la normale à ta courbe 
au point que l'on considère. L'équation de celle-ci pourra 
être mise sous la forme 



' a étant un nombre, et v une fonction de x, rationnelle 
on non, qiù ik devient pas nulle pottrx = o. Quanta 

l'exposant et, nous le mettrons sous la forme — > m et n 

étant deux entiers positifs premiers entre eux. On voit 
immédiatement que si m et n sont impairs , y cliange de 
signe avec x, et ne cesse pas d'être réel. D'un autre cAté , 



edbyGoogle 



( "8) 



d'où il résulte que si a. est plus grand que i , ou m ^ n , 
le premier terme de y- s'annule pour j; ^ o. Si nous 

admettons en même temps que -7- ne devient pas infini 

pour j; ^ o, ou plutôt que x -t- devient nul , l'origine 

des coordonnées sera bien un point d'inflexion de la 
courbe, dans les conditions mêmes que nous avons sup- 
posées. 

On a, d'ailleurs, 

dx' ^ ' dx dx^ 

et, par conséquent, la valeurdu rayon de courbure, don- 
née, comme on sait, par l'expression 



.HIIT 



m 



Comme on peut toujoui-s prendre les x positifs du cdte 
où l'ordonnée /est positive, et conséquemment -j^^'^^ 
je ne me préoccupe pas do double signe. Cela posé, pour 
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toutes les valeurs de « pins grandes que a, le dén<»nina- 
teur sera nul pour x = o, et le numérateur se réduira à 

l'unité , pourvu toutefois que x" -7-^ devieune nul , ce 

que nous admettons. Donc le rayon de courbure est alors 
infini . 

Pour les valeurs de a comprises entre i et 2, le numé- 
rateur se réduit à l'unilé; mais le dénominateur devient 
infini à cause du terme a [x — i ) x c. Le rayon de 
courbure est donc alors égal à zéro. 

«^ a ne donne pas de point d'inflexion, car l'équation 
de la courbe est y ^ x' y, et y conserve le même signe 
lorsque x passe du positif au négatif. 

Nous voyons par là que le nombre des cas où le rayon 
de courbure est nul est fort petit relativement à ceux où 
ce rayon est infini, puisque les premiers n'ont lieu que 
pour des valeurs de ce comprises entre i et a , tandis que 
les antres correspondent aux valeurs de a plus grandes 
que a. 

Points de rebroussement. Prsnons encore pour axes 
des X et des y la tangente et la normale ; l'équation de la 
courbe pourra être mise aous la forme 



u étant la demi-somme des ordonnées des deux brancbes 
correspondant à une même abscisse, et futie fonction de x, 



nuls pour x = o ; on a en même temps -r- = o . Il y aura 

rebroussement si x v devient imaginaire pour des valeurs 
négatives de x, et admet deux valeurs réelles et de signes 

iiin. it Maih^at., 1. XII ( Airil iSS).) 9 
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coDlraires pour des vtleun positives de x. On satisfait i 

cette double condition en prenant a = — > m et an étant 

premiers entre eux. Il faut d'ailleurs quel'on ait a ^ i , 



Cela posé, nous aurons pour la valeur da rayon de 
courbure 

[•*{S^" ..K, -)J. 



bure de la courbe , lieu des points milieux des cordes pa- 
rallèles & l'axe des y. Quand cette valeur est nulle , le re- 
broussement est de première espèce. Dans le cas contraire, 
le rebroussement est de seconde espèce. 

Dans le premier cas, le rayon de courbure de la courbe 
proposée est infini pour a ^ 2 , car le déuominatenr est 
alors nul, et le numérateur se réduit à Taniié. Pour a 
compris entre i et a , le rayon de courbure est nul , car le 
dénominateur devient infini k cause du terme 

a ^ a ne donne pas de point de rebroussement. 

Ou peut donc dire que, dans le plus grand nombre de 
cas, le rayon de courbure en un point derebroussement de 
première espèce est infini. 

Quand le rebroussement est de seconde espèce, le rayon 

de courbure se réduit À 1 -^ \ pour a ^ a , et il est nni 
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pour a compris entre i et a. Ainsi d<mc, le rayon de 
courbure en un point de rebroussement de seconde espèce 
est, le plus généralement, dî/Iérent de zéro, sans être 

Je terminerai en faisant reuLarquer que ces points de 
rebroussement peuvent être divisés en deut classes, U 
première correspondant au cas où le point correspœidant 
de la développée est un point d'inflexion , et la seconde i 
celui où ce point est lui-même de rebroussement. Il y a 
inflexion quand le coefficient différentiel du rayon de 
courbure n'est pas nul pour x = o, et rebroussement 
quand ce coefficient différentiel s'annule. 

Or, le coefficient différentiel de l'çxpression générale 
du rayon de courbure est 



[-(l)T 



HMl 



■!lr\ 



Comme ~- s'annule pour x = o, nous n'a 



sidérer que ) ■ . ■ , -• Or, 






a).r 



et nous voyons que pour «> 3, les quatre derniers termes 

d'p 
s'évanouissent pour x = o, pourvu qa«^ ne puisse de- 
venir infini -y ce que nous admettons ici. D'un autre c6té, 
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tPr 
tir' 
d'un point d'inflexion. Pour « ■< 3 , le terme 

devient infini lorsqu'on fait X =o; donc alors le rayon 
de courbure est un maximum ou un minimum, et Ton a , 
dans la développée, un point de rebroussement. 

Pour compléter cette discussion, il faudrait examiner 
divers cas particuliers , mais cela nous mènerait trop loin : 
je laisse ce soin au lecteur. 



SOLUTION m LA QUESTION 8( 



P« M. HOUSEL, 
Profentat. 



Chercher une courbe telle, que sa polaire, relative- 
ment k un cercle donné, soit ^ale i la courbe elle- 
même (t. Ill,p. 4o). 

Prenons le centre du cercle pour origine , x et ^ étant 
les coordonnées delà, courbe cherchée, X et T celles qui 
correspondent dansla polaire; on saitqueXx+ Y/ =r', 
r étant le rayon du cercle. Mais il est plus commode de 
prendre les coordonnés polaires , ce qui donne 

x^rcoif, j- = psinf, 
l'équation de la courbe cherchée devenant 
?=/(?)■ 
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Avant d'iairoduire la condition qua l'enveloppe des 
polaires soit ^ale à la courbe cherchée, nous allons con- 
sidérer cette fonction conune quelconque , et l'équation 
de la courbe enveloppe sera 

R = F(«), 

F devant £tre déterminé d'après /. Alors on a 

X = Hgosu, T = Rsinu, 

«t l'équation de chaque polaire devient 

Rp(cosucoSf + siiiwsiaf)^ r', 

c'est-à-dire 

Rp«>s(f — m)= r'. 

Conune cette équation correspond à deux valeurs con- 
sécutives de j3 et de (^ , pour chaque' valeur de R et de td , 
il faut la dilTérenlicr par rapport à /: et à f , et comme 



«(?--)' 



Rr/p rfc09(i(i — u) sin(f — *')''t 

~r^~~~ «>s'{f — «) ~ cos'(t — w) ' 



cer cos (f — m) par sa valeur, ce qui donneca 

et 

Cela suffit pour déterminer F dans le cas général , 
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valeur du cosiaiu donne f en foDcUon de R, de ra ei de 
r*, celle du sinus donne p de la même mani^%, puisque 
f/ ^f (f)^ et ces valeurs, transportées dans p^/(if)^ 
donnent la relation cherchée entre R et u. 
Mais, au lieu de poser 



(ce qui est permis puisque F indique n'importe quelle 
fonction), st étant un angle constant, et w, comme ci- 
dessus, l'angle que R forme avec l'axe. On a aussi 



et difiérentiant par rapport à R et u, il vient 



Ce résultat est intéressant par lui-même, mais revenons 
k la question, et supposons que la polaire ne soit autre 
chose que la courbe primitive qui a tourné d'un angle et ; 
les fonctions/et F seront les mêmes, ci, par conséquent. 
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-, ■ / sen constant. Posons donc 

^'=C, oa bien '^=Cd,, 

? e 

il en résulte 

l(.gp = Cp + C, et e = e'^^'^^-, 

ce qui représente une spirale logariihmique dont on sait 
que la développée jouit d'une propriété analogue. 

On verra , dans un prochain article , par une méthode 
appliquée à l'hélice conique , que cette polaire de la spi- 
rale logarithmique n'est pas toujours identique i la pro- 
posée. Soit 

l'éqoation de la spirale donnée, (3 étant l'angle que fait 
la tangente avec le rayon vecteur ; l'équation de la polaire 
sera 

Donc les deux courbes seront toujours semblables, mais, 
pourqu'elles soient identiques, sauf la position, il faudra 
que l'on ait 

r' = m' sin p. 

C'est donc par erreur qu'on a mis pour équation de 
la courbe cherchée, 

p= tangij. 

ffole. M.Gflnnochl (Angelo) fait obwrrer qu'on a pouUitre confondu 
. := '. £ avec ■ = — ^1 équation de la parabole apollanianDe, car od 

CM? '^ co.'r ^ 

p«nl cbolair te cercle directeur, de maDÎcre que la polaire rAdptoqua 
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d'une |>ar«bole toil une parabole ^le. Celte propriété appartient ntmi 
aux parabole* et aui bïperbalea de tous les ordres. En elTel , ai 

eat l'équation de la courbe donnée, et 

celle du aercle directeur, on troure sana peine que la polaire réciproqu« 



SUR LB RAPPORT DE L'ARC A LA CORN; 
P4K H. LBBESGËE. 



Soient AOB un secteur circulaire de rajon r, etaojS 
un triangle isocèle, ao , |3o étant pris à partir du centre 
sur les rayons AO , BO. On peut concevoir un nouveau 
secteur de même angle O (semblable) , et dont l'arc soit 
équivalent à a|3 , et le rayon p. On peut aussi concevoir 
un autre secteur encore d'angle O, mais dont la surface 
soit équivalente à «lop, et le rayon pi. On a, d'après 
cela, 

AB r sec AOB r' 



Si l'on appelle a la hauteur du triangle isocèle , on trou- 
vera immédiatement 



Si donc on savait trouver p et p,, ou simplement p , 
>n aurait le rapport de l'arc à une ligne donnée , à sa 
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corde par exemple, à son siuus, à sa tangente, etc., et 
des rapports aoalogues pour les secteurs. Or, si I'od ap- 
pelle b le c6té du triangle isocèle et sa base , a^^nc. 
Legendre a montre que si l'anj^le au sommet du triangle 
isocèle , ainsi que sa surface , devenait moitié , on aurait 



ej Schwab a montré (voiries Géométries de M. Viacedt, 
de M. Âjuot , etc. ) , que si l'angle au sommet devenait 
moitié, ainsi que la base, a et b deviendraient 



j(» + 4), f = ^t 



Ainsi IL suffirait d'opérer m bissections et d'assembler 
a" triangles isocèles pour en former un secteur polygonal 
de a" côtés ( rayons non compris) , et l'on pourrait prendre 
m assez grand pour qu'il fût permis de considérer le sec- 
teur polygonal comme un secteur circulaire de rayon p 
on f), . Ce moyen de trouver le rapport de l'arc à sa corde, 
et, par suite, le rapport delà circonférence au diamètre, 
est bien pins long que l'emploi de la formule 

arc{ttDg= a:) = j: — ^l -H-^.---. 

lurtont quand on emploie l'artifice indiqué dans le Pro- 
gramme d'admission k l'École Polytechnique. 

La méthode de Schwab pourrait conduire à la formule 

arc(taD(î = a;}=;r — ^4--.., 

mais bien plus longuement que la méthode des dérivées. 
C'est un exercice d'élimination qui n'est pas inutile. 
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THÉORlME COMHNATOIIB W 1- STERN, 

O^MOIfTK^ VAS H. A., 

CapitafM d'AltilIflrie. 

1. Notation. C'/=: classe combinatoire d'ordre p, 
avec n éléments a,, a^^af.. ■•,an et avec répétition; 
C'= îd, sans répétition. 

2. TaioaÈMB. 

c/— c;;c/-' H- c;c;,'~' — (^,c;,'^+... (—!)■(/ =o. 

Démonstration. Désignons cette série par SJ; C^'esi 
évidemment le coefScient de hf dans le produit infini 
:(i+ff,A + iï{ A'-H..,)(i + ffl, A-Ha;A'-t-.,.){n-aiA +aj A'+...) 
donc 

I + C' A -f- C' A'+ . . . = P = , TYT .. , r, ; 

{i — a,A)(i— o,A)...(i— fl,A) 

d'où l'on tire, en faisant disparaître le dénominateur qui 

n'estaatrequci — C„A-+-C^A* — C^A'+...+{— i)"CJ-A", 

1= i+2,S;A"; 



Note du rédacteur. J'ai donné une démonstration, mais 
bien moins simple, du même tliéorème, dans le Journal 
de Mathématiques, tome III, page SSp. 
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THÉMiHI n i. STEIKER SDI LIS CBItGLI& «SCHUTHIRS 

(«Itt XII, p. III), 

niHûirrmi r*K M. A., 

Capitaine d'\r(illerie. 

Théobèmb. Parun point pris dans le plan d'une ligne 
de degré n passent 3 n ( n — i) cercles de courbure de la 
courbe. Si le point est sur la courbe, ce nombre est di~ 
minué de deux unités. 

Démonstration. Soit 

/{x.j-, »)=o 

l'équation de àe%ré n d'une conrbe plane, rendue homo- 
gènepar l'introduction de la variable z. Si, pour abréger, 
on cote , comme dans le Mémoire de Jacobî $ur les tan- 
gentes doubles (tomeXn, page i5o), 

/{*,/,s) = o, -j-=a, -j- = b, -r = o, 

7,(A)=/(jr-(-«A,j-—aA,«) = «, A' + !(,*•+... + «.A", 
f, (A) =/(x — eh,x,s-hah) =: i». A' + <■, A' +. . . + <-, A", 

f {h)=/(jC,jr+ch,t—bh]= «^ A' +«■.*'+...-»-»', A", 

os tara 

(i) tt, X* =: If 1 3' , Uty'^»,*.' (tomeXU, page >5i). 

Cela posé , le lien des pointa d*oscu]ation , en prenant le 
point donné pour origine, est 



ir 



-■)g-(-'l)(-Ê)=» 
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leurs valeurs tirées de l'écpiation 

Or, 

—if — 3 — ^—ab H - a" 

dy a d'x '^' dxdy dy' 2u, 

dx~~V A?"" A' V'' 

doDc, en substituant, on aura 

(a) -(/>+*')«. + («' + *'/)(«' + *') = «• 

Mais réquaUon 

étant homogène, on a 

«* H- iy + Cl = o , 
et, d'après l'équation (i) , on a 

(AJ {j' + :t')tt.= {«, + «-.)*'; 

par suite, l'équation (2) devient 

équation de degré 3 (n — i). En combinant cette équa- 
tion avec celle delà courbe donnée, on obtient 3 n (n — i) 
points d'osculation ; si le point est sur la courbe, il est 
visible, à cause de l'équation 

ax -^ by -\- Cl -^ o , 

que f —r et -r^ s'annulent pour x = o, j' = o ; donc la 

courbe représentée par l'équation (A) passe par le point 
donné; ce qui est évident S priori. 
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Note du rédacteur. Le nombre des tangentes qu'on 
peut mener d'un point donné à a courbe est n[n — i); 
mais lorsque le poiat est sur lacourbe, la ungente qui passe 
par ce point est la même que celle qui passe par le point 
consécmif, de sorte qu'en ce point deux solutions serédui- 
sent à une seule et le nombre des tangentes est n(n — i) — i ; 
de même, lorsqu'il s'agit d'un cercle osculateur, le même 
cercle appartient à trois points consécutifs, et trois solu- 
tions se réduisent à une seule , de sorte que le nombre de 
cercles oaculateurs, lorsque le point est sur la courbe, 
est 3n (n — i) — a. Le même genre de raisonnement s'ap- 
plique à des osculations de tout ordre.' 



QUESTION BS NINIMUN RELATIVE AUX Y0IK8 DE TRANSPORT; 

P*« M. J.-Ch. DUPAIN, 
frofeiteur au Lycée de Kennei. 



Un voyageur veut se rendre du point C au point A ; il 
a à sa disposition une ligne de chemin de fer AB' qui ne 
passe pas au point C ; chemin qu'il faut aller rejoindre 
par une route de terre CM. On demande de déterminer la 
position du point M de telle sorte que la durée du vojage 
soit la plus petite possible. 

Du point C j'abaisse CB perpendiculaire sur AB', 

BC = o, AB = c, 

V vitesse s«r le chenin de fer, 

V vitesse sur le chemin de terre , 

V 
,„ = -, CM = x, 



edbyGoOgIC 



( ï4H 

Nous fturons 

AM = c — v/*" — «'■ 
En représentant par t la dur^ du trajet , 



(■) 



galant à o la dérivée det par rapport à x, on d 
— — + — , = o, d'où X = ~ 



t/V'—V" 

(») :r = -— ^; 

VI — m' 

on s'assure aisément que c'est ooe valeur minimum. La 
valeur correspondante de t est 

(3) 

on arrive au même résultat en développant l'équation (i) 
et en disposant de ( de manière à rendre les deux racines 
égales. 

L'équation (a) donne aisément 



. = v/7 



m = siD BCM. 

Si l'on avait besoin de connaître BM, on le calculerait 
facilement au moyen de l'équation (2), 
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On c&lcalera ninpleinent une valeur appnx^ëe de x, 

en remarquant que y'i — m* est à peu près égal à i 

et que ; est à pea près égal à H ■ 

a 
Od se ferait une idée plus nette de l'approximation en 

développant —-■ -■■■ en série , 



y', — m' a 8 

En ne conservant que i -I , on néglige donc la quatrième 

puissance de m et les puissances supérieures. 
Posons donc 



■(-?)• 



s; la plus grande valeur de x serait donc 

<i(i,o3i35}, 
la plus petite 

0(1,0078125). 

La ligne CM différera donc toujours peu de CB; s'il 
s'agissait d'une dépécbe iranstnise par le télégraphe élec- 
trique, m serait infiniment petit et l'oa aurait x=^ a\ 
la voie la plus rapide serait CBÂ. 

Les formules deviennent illusoires si m. n'est pas infé-- 
rieur à t , c'est-à-dire si la vïtes&c par le chemin de terre 
n'est pas inférieure à la vitesse par le chemin de fer. II 
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est facile du i-ecounaitre qu'alors la voie la plus courte Se- 
rait CÂ . 

On pourrait encore se demaiider quelle est la route U 
plus ëcouomique ; eu appelast p le prix de i kilomètre sur 
la route de terre , />' le pris de i kilomètre sur le cliemia 
de fer, et eu posant 

on arrive, par des calculs analogues aux précédents , à 



n didèregénéralemeut peu de l'unité, de sorte que U voie 
la plus rapide n'est pas la plus écouomique (*). 

NOTE SUR U THfiMtlB IBS ASYMPTOTES {**); 

Pah m. pAOt SERB.ET, 
Professeur. 

1. La déterminatiou des coefficients angulaire et li- 
néaire des asymptotes, telle qu'elle résulte de la méthode 
de M. Cauchy, repose, comme on sait, sur cette hypo- 
thèse , que l'on peut représenter l'ordonnée d'une 
branche de courbe ayant une asymptote dont l'équation 



par une somme de deux parties dont la première est l'or- 
donnée même de l'asymptote, et la seconde une fonc- 

(•) On »! pour infintorir. Il ^ -; oyilerie, B = s;artlllerie, ■ = -;■ 

('■) Voir VaussOb, tome Vril, page îgK, Tu. 
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lion Vdea; ety, ([ui tend vers zéro quand xety tendent 
vers l'inGni. . 

Or, quoique, au point de vue théorique, la possibilité 
d'une pareille expression pour l'ordonnée de la courbe ne 
paraisse point douteuse , on doit convenir cependant qu'il 
est fâcheux qu'une théorie aussi importante que celle 
dont il s'agit, repose sur une transformation que Von ne 
ponrra réaliser que dans quelques cas très -particuliers. 

On doit remarquer, en outre, que, dans la méthode de 
M. Cauchy, il n'existe aucune liaison entre les deux pro- 
blèmes qui consistent à rechercher les asymptotes paral- 
lèles aux axes des x et des y , ou les asymptotes qui ren- 
contrent ces axes. On comprend bien cependant, à 
priori , que ces deux problèmes peuvent être ramenés à 
dépendre l'un de l'autre, et que la délermîuation des 
asymptotes parallèles aux x et aux j', à laquelle onpar- 
vient d'une manière très-simple, par une méthode 
exempte de toute obscurité, et ne nécessitant aucune 
hypothèse, doit conduire à la détermination des asymp- 
totes qui rencontrent ces axes. Ces considérations m'ont 
conduit à une théorie nouvelle , qui ne paratt présenter 
aucun des inconvénients de l'ancienne, et qui conduit 
d'ailleurs aux mêmes résultats par une voie aussi simple. 

2. PxEMiÈKE PARTIE. Dctcrminotiort des a^mplotes 
parallèles aux axes, des x et des y. 
Les raisonneuLenis ordinaires nous conduiront k la 
rj^e suivante : 

Siy = h représente une asymptote parallèle à ox, et 
si x^ffij) représente l'ensemble des termes de l'équa- 
tion de la courbe qui renferment la plus haute puissance 
Jex, l'ordonnée à l'origine de l'asymptote, b, sera l'une 
des racines réelles de l'équation 

A«,.^llathcmal., l. XllI. (Atril i8'.4.) lO 
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Corollaire. On dédait de cette r^le les conséquences 
SQÎvantes : 

i". Pour <fue la courbe ait au moins une asymptote 
parallèle à ox, il faut que la plus haute puissance de x 
ifuienlre dans l'étjuation soit multipliée par unefonction 
dey; 

2". Pour obtenir l'ordonnée à Vorigine de l'asymp- 
tote parallèle à ox, il suffit d'égaler à zéro la fonction 
de y qui multiplie la plus haute puissance de x, et de 
chercher les racines réelles de l'équation résultante. 

Ces considérations vont nous permettre de détemÛDer 
par un même calcul les coefficients angulaire et linéaire 
des asymptotes qui rencontrent les axes. 

Remarque, On parviendrait de la même manière à 
une r^le semblable pour les asymptotes parallèles â oy, 

3. Deuxième partie. Détermination des asymptotes non 
parallèles h oy. 
Soient 

une asymptote non parallèle à oy, et 

l'éqaation de la courbe , mise sous la forme ordinaire. 
Menons par l'origine des axes actuels, ox' paraître A 
l'asymptote , et passons du système d'axes ox , o>' an sys- 
tème ox', oy; tes fonnidesde transformation seront 

X ^ ix', y =: y' ■{• ex -^ r' + ckx', 
d'où 

A étant un nombre. 
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Substituant à j: et à -t dans l'équation (i), leurs va- 
leurs tirées de l'équation (a), il viendra, pour l'équation 
delà courbe par rapport aux nouveaux axes, 

(3) ,. „ 

Or, la courbe ayant une asymptote parallèle à l'axe actuel 
des X , ox' : 

1°. n est nécessaire que le multiplicateur numériçite 
de la plus haute puissance m de x' s'annule, ce qui donne 
l'équatioD 

(I) /(0 = o. 

laquelle détermine les coefficients angulaires des asymp- 
totes; 

a". D'après l'équation de condition (I), x'"~' est la 
plus hante puissance de j;' qui persiste dans l'équation (3), 
son multiplicateur est i"""' [y'J^', (c) -i-Jt {c)] ; nous de- 
vons donc, d'après ce qui précède, l'égaler h zéro, et la 
valeur de y satisfaisant à l'équation 

//,'(«)+/.(«) = o, 

nous donnera l'ordonnée à l'origine de l'asymptote, à 
■avoir 

Bemarque I. Si une racine réelle et multiple de l'équa- 
tion (1) annulait/, (c),j:'"-' ne serait plus la plus haute 
puissance de x' entrant dans l'équation (3)-, mais x""'* 
éunt alors la plus haute puissance de x' persistant dftns 
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l'éanation, son multiplicateur égal(5 à zéro fournira une 
&|tiatîon du second degi-é en j', dont les racines réelles 
fourniront les coefficients linéaires de deux asymptotes 
parallèles à ox', correspondant à la racine moltiple de 
l'équation (I), que nous considérons. 

Bemarque II. U est peut-être inutile de faire observer 
que l'ordonnée à l'origine d*une asymptote par rapport 
aux axe» ox', oy, est aussi l'ordonnée à l'ori^ne par rap- 
port aux axes primitifs ox, ojr. 



limées innor»:»! dans \e> Soui-rlle, t. 
t cbeiMALLir-BtciELiin, tibrtire, i 



OMAR ALKHAYYAHI (ii' siècle, vers la fin). 



L'Algèbrb u'Ohar Alkbatvahi, publiée, traduite et 
accompagnée d'extraits de manuscrits inédits , par 
M. F. Tf^ocpcke, docteur agrégé à l'Université de 
Bonn , membre de la Société asiatique de Paris. Paris , 
i85i. Typographie de Firmin Didot, frères. In-S", 
xix-ia7 pages. 

La traduction est suivie du texte arabe , de 4 1 pBges , 
4 planches de 4' figures. 

Les prix des objets se ratent, non sur les besoins ma- 
tériels , mais sur les jouissances esthétiques ou intellec- 
tuelles qu'elles procurent, et particulièrement sur leur 
rareté. C'est ainsi que, jouant d'un instrument pendant 
une seule soirée, Paganini sera mieux rétribué que les 
travaux décent laboureurs, pendant une année entière, 
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et celle apprécialioii csi de toute justice; car il y a des 
tDÎlIioDsde laboureurs et un seul Paganini . Sous ce point de 
vue, l'érudition oricnule est aussi la plus précieuse, sur- 
tout quaud elle se rapporte à l'histoire de l'esprit humain, 
à celledes sciences. Les vrais philosophes, ceux qui s'in- 
téresseitt aux sciences exactes, méritant seuls ce nom, 
doivmt dune applaudir aux efforts de M. Woepcke pour 
nous faire connaitre l'état des mathématiques chez les 
Arabes. 

Ed i85i, l'excellent gécnnètre arabiste a donné un 
extrait de l'ouvrage dont nous possédons maintenant le 
texte complet avec une traduction qui ne laisse rien k dé- 
sirer, grâce aux éclaircissements et aux notes qui tradui- 
sent en formules modernes, courtes et claires, la phra- 
séologie longue et quelquefois ambiguë de l'original j ilfaut 
se rappeler que les Arabes n'emploient aucun caractère 
symbolique, aucun signe, tout est discursif , ^ar/é. Nous 
avons déjà donné iine analyse de cette remarquable pro~ 
duGtion (tome IX, page 389; i85o) : ce n'est pas une 
application dcl'algèbreàlagéoraétrie, mais, aucoutraire, 
une application de la géométrie à l'algèbre. Il s'agit de la 
construction géométrique des équations du deuxième et du 
troisième degré ; bien entendu, des équations numériques. 
Les littérales ne datent que de Viète. Pour ramener les 
équations aux dimensions de l'étendue, Alkbayyàmi les 
rend homogènes , en introduisant l'unité. Exemple : 
ax' — 3x=: 5; il écrit aar' — 3-i.j:= 5.i; x étant une 
ligne, on a trois surfaces. Pour les équations cubiques, 
on a des solides, et, au moyen de l'intersection de deux 
coniques, Alkhayyàml parvient k l'égalité de deux solides 
comme dans nos Traités élémentaires. Il n'est jamais 
question ni des racines négatives et encore moins des ra- 
cines imaginaires; les valeurs uégatîvos sont nommées 
impositibics . N'admctlant que des solutions positives, 
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l'auteur ne trace que des demî-coiiic|ues , des demi-para- 
boles, des demi-hyperboles, etc.; mai» il a toujours soin 
de démontrer que les courbes doivent se couper ; ce qui est 
Mtuvent le point difficile. Voici , du reste , comment l'au- 
teur annonce son but : 

« Une des théories mathématiques dont'on a besoin 
» 4^°^ ^3 partie des sciences philosophiques , connue 
» sous le nom des Sciences mathéiTiatiques, c'est l'art 
» de l'algèbre , lequel a pour but la détermination de» 
» inconnues, soit numériques, soit géométriques. Il se 
» rencontre dans cette science des problèmes, dépendant 
» de certaines espèces très-difficiles de théorèmes préli- 
» minaires , dans la solution desquels ont échoué la ptn- 
» part deceuxqui s'en sontoccupés. Quant aux anciens 
•» (par U il désigne les Grecs) , il ne nous est pas parvenu 
» d'eux d'ouvrage qui en traite; peut-être, après en avoir 
» cherché la solution et après les avoir étudiés, n'en 
» avaient-ib pas pénétré les difficultés ; ou peut-être leurs 
» recherches n'en exigeaient pas l'examen ; ou enfin, leurs 
» ouvrages à ce sujet, s'il y en a, n'ont pas été traduits 
u dans notre langue. Quant aux modernes, c'est Aluuk- 
M hâni (*), qui, parmi eux, conçut l'idée de résoudre 
H algébriquement le théorème auxiliaire employé par 
» Archimède dans la quatrième proposition du livre IT 
» de son Traité de la sphère et du cylindre; or, il fut 
» conduit à nue équation renfermant des cubes, des 
u carrés et des nombres , qu'il ne réussit pas à résoudre, 
n après en avoir fait l'objet d'une longue méditation. On 
y déclara donc que cette résolution était impossible, 
M jusqu'à ce que parut AboA Diafar Alkhà&in ( ** ) , qui 



('] Mohammed ben li^ï Aboa AbaJalUb Alm&faèni, né i, Bagdad, autanr 
de pluaieurs ouvraeei de Matliénia|iques. 

(■■) On ne conuallpM son voritablG nom, mais sfiilement ce surnom. 
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» rétolut l'^uation à l'aide des sections coni<{ues. Après 
» lui, tous les géomètres avaient besoin d'un certain nom- 
» bre des espèces des susdits tbéorèmes , et l'un ea réso- 
» lut une, et l'autre une autre. Mais aucun d'eux n'a 
H rien émis sur l'énumération de ces espèces , ni surl'ez- 
» position des cas de chaque espèce, ni sor leurs dé- 
» monstratioDB , si ce n'est relativement à deux espèces, 
» que je ne manquerai pas de faire remarquer. Moi , au 
w contraire, je n'ai jamais cessé de désirer vivement de 
» faire connaître avec exactitude toutes ces espèces, ainsi 
» que de distinguer parmi les cas de chaque espèce tes 
» possibles d'avec les impossibles, en me fondant sur 
» des démonstrations ; car je savais combien est ui^ent le 
w besoin de ces tbéorèmes dans tes difBcultés des pro- 
B blêmes. » (Page i-a.) 

Le problème d'Archimède cité est la cinquième pro- 
position du livre II (non la quatrième); il s'agitde couper 
la sphère par un plan, de manière que le rapport des 
volumes des deux segments soit égal à un rapport donné. 
Ainsi , c'est un problème d'algèbre appliquée à la géomé- 
trie qui , chez les Arabes , a donné naissance à l'applica- 
tion de la géométrie à l'algèbre. Voici comment notre 
auteur définit l'algèbre : « Avec l'assistance de Dieu et 
» avec son concours précieux, je dis que l'algèbre est un 
n art scientifique. Son objet, ce sont le nombre absolu 
H et les grandeurs mesurables , étant inconnus, mais rap- 
>■ portés k quelque chose de conim, de manière à pouvoir 
>> être déterminés; cette chose connue. est une qnantilé 
« ou un rapport individuellement déterminé, ainsi qu'on 
B le reconnaken les examinant attentivement; ce qu'on 
» cherche dans cet art, ce sont les relations qui joignent 
B les données des problèmes k ( inconnue }, qui de la 
» manière susdite forme l'objet de l'algèbre. La perfec- 
» tîon de cet art consiste dans ta connaissance des mé- 
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» ihodcs mathématiques au moyen desquelles on est eu 
s ëtat d eflectuer le susdit genre de détermination des 
■» inconnues, soit numériques, soit géométriques. » (P. 5.) 

Cette définition, tris-exacte, est celle qu'on adopte 
encore aujourd'hui. 

Dans tout le cours de l'ouvrage, l'aateur montre une 
connaissance parfaite de la géométrie des Grecs et une 
grande habileté à la manier. Les divers cas des problèmes 
sont discutés avec beaucoup de perspicacité et même de 
profondeur. Il sait inème qu'aux racines égales corres- 
pondent des contacts dans les coniques ; observation dont 
ilcomprendrimportaneectqu'ilditavoirfaite le premier. 
Il est vraiquedaos ce cas il n'admet qu'une seule racine 
et ne distingue pas deux racines égales. Il y a même des 
cas où, pour rétjuati on cubique , il assigne des limites aux 
coefficients, pour que deux racines soient positives, pos- 
siblesou impossibles. C'est pour l' équation XVII (page 4o)r 
et selon notre système d'écriture a:' -+- a = cx*. 

11 déclare impossible la construction géométrique des 
équations du ((uatnèrae degré. Je ne sache pas que les 
Grecs non plus aient construit de telles équations. 

Le titre complet du texte est : 

Mémoire du sage excellent Guiyath Eddix Aboul 
Fath Om*b beh Ibbahim Ai-KHAYYim de Michaiour. 

Alkhayyâaii signifie tentier, fabricant de tentes. 

Nîchabour est une viUf. de la Perse, dans le Khorâçàn. 

On ne conuait pas la date précise ni de sa naissance, ni 
de sa mon. Il fut élevé avec deux jeunes gens devenus cé- 
lèbres : Nisliam Âlmoulk, vizir des sultans Seldjoukids 
Alp-Arslan et Malik-Cliah, et Haçan Ibn Sabbah, fon- 
dateur de l'ordre des Assassins {''). Alkhayyàmt était 

OComiuso 
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poeie; il {larait que ses vers étant assez libres lui ont 
luit uuc mauvaise réputalion. Mais il est surtout célèbre 
pour ta réforma tioii du calendrier persanqu'îliit en 1079, 
par ordre du sulun Malik-Chab, fondateur de dynastie. 
On rendbissextile la 4°aDnëe 7 fois de suite, comme dans 
le calendrier julien; mais la 8" fois, c'est la 5' année qui 
a366jours,desortequec'esluneintercBlationde 8 jours 
sur 33 années; cette opération suppose une année solaire 
de 365^ S"" 4q'^" 28"'. En effet, 33 fois cet escèsdonnent 
8J o** i4' ^4"' I'^ réformation grégorienne suppose une 
année solaire de 365'' 5** 49' '^"'y l'année tropique vraie 
est 365J S"" 48' 46" 49"- ainsi l'année persane est la plus 
exacte. 

L'inégalité disparait au bout de 33 ans ; il en faut 4oo 
dans le calendrier grégorien. 

Quoique Persan, Alkhayyàmi a écrit en arabe, qui 
passait pour langue savante, comme chez nous le latin. 

M. Woepcke, sous le titre A'jidditions , cotées A, B, 
C, D, E, donne encore la traduction de quelques textes 
arabes, les quatre premiers relatifs au problème d'Ar- 
cliimède , et le dernier à la trisection de l'angle. 
addition A. C'est du Chaïk Aboul Haçan ben Alh&i- 

THAM (*} sur la section d'une ligne employée par 

^rchintède dans le livre Xi. 

Prenons sur une droite cinq points dans cet ordre D, H, 
B, T, Z, et faisons 

DH = I, DB = <j, DT=:c— 6, Vl — e; 
fl, b, c sont des longueurs données : il s'agît de trouver x 
au moyen de l'équation 

x'{c-~j:)=a^b. 
Alhaïtham construit cette équation à l'aide des deux 
{•1 Mon en loSi- 
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x' — ax, j-(c— •^1 = ''* 

AlasuitedeceMémoire, on trouve une autre solution, 
précédée de ces mots : d'une autt-e manière par une autre, 
au moyen du mouvement de la ligne; ainsi , comme ou 
dirait aujonrd'haî , c'est une solution cinématique. Les 
Arabes désignent ces solutions sous le nom de géométrie 
mobûe. (Page iso.) 

On prend sur la droite un sixième point C, tel qu'on 
aitZC = TZ, alors DC = i + c i en D et en Z on élève 
des perpendiculaires à la droite DG ; sur la première per- 
pendiculaire on prend DA = DB =^ a ; par les points fixes 
A et C on fait mouvoir deux droites constamment paral- 
lèles etcoupant respectivement la droite DC en des points 
H... et la seconde perpendiculaire en des points E...: 
lorsque EH sera perpendiculaire aux parallèles, le point H 
sera le point cherché. 

M. Woepcke remarque que cette construction revient 
à construire : i° la parabole qui a pour foyer A et pour 
sommet Dj a" la courbe, pied des perpendiculaires abais- 
sées du point C sur les tangentes à la parabole-, V à trou- 
ver l'intersection de cette dernière courbe avec ta seconde 
perpendiculaire, et il fait voir l'identité de cette construc- 
tion avec celle de Platon pour tracer deux moyennes 
proportionnelles; et, à cette occasion, le savant géomètre 
ajoute que la podaire d'un point situé sur la directrice 
d'une parabole est une focale à nceud de M. Quetelet; 
l'enveloppe de la droite mobile EH est une hyperbole. 

On lit, pages ^3 et 74» une liste de 117 Mémoires com- 
posés par Alhaïtliam; il serait très-intéressant de les re- 
trouver, entre autres: i''Traiiéde l'analyse desproblèmes 
géomclriques; 2" Mémoire sur tes étoiles qui se forment 
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daos l'air; 3" Mémoire but le mouvement complexe ; peut- 
être le mouvement composé , etc. 

Dana l'addition B, dont l'auteur est inconnu, on con- 
struit l'écjuation 

et la limite de possibilité est assi^ée sous la forme remar- 
(jnable 

L'addition C (page io3) est de Abou Sihl Yidiab bbh 
VuTBMÂLQOUHi. 11 résout cc problème omis par Ârchi- 
mède : Construire un segment de sphère égaîen volume 
à un segment de sphère dorme , et égal en surface à un 
second segment de sphère donné. 

Soient r le rayon de la sphère k laquelle appartient le 
segment , A la flèche cherchée du segment; on a 
^4' (3r — a) = o, 2jrir,= 6'. 

4' i'4-(-3o'i'=îO, r' — r-i'^ + -7—,= <>■ 

a 4" ^^ 

11 faut exclure les valeurs négatives de r et A ainsi que 

A]>3r. Alqouhi, non-seulement résout le problème, 

mais il en discute tous les cas particuliers complètement, 

avec une extrême sagacité. C'est peut-être le morceau le 

plus intéressant de ce recueil qui place M. Woepcke 

parmi les savants érudits les plus consciencieux, lés plus 

utiles de notre époque. Puisse- 1 il trouver moyeu de se 

fixer dans notre pays, où il pourra un jour prendre rang 

dans l'Académie des luscriptions, genre d'importation 

qu'on ne saurait trop favoriser. Telle était l'opinion du 

grand siècle. Des négociations étaient ouvertes pour atti- 

ler en Franco, Krasmc, Loibnitz, Huyghens, Torri- 
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celli , eic. On avait besoin d'un astronome , Louis XIV fit 
venir Cassini. C'est là un patriotisme éclairé, vu de 
haut. Devant la science, comme devant Uieu, il n'y a 
pas de nationalité. 

Haie. Dans l'eicellenle tnduclion du Mémoire de M. de Huniboldt 
(tomeX, page 371] que M. Woepckc absent n'a pu revoir, il s'est glisse de 

nombreuses fautes d'impressionqui ontéti-corrinoes dans le tirage à paru 

La littérature orientale vient de faire encore une pré- 
cieuse acquisition. La traduction depuis si longtemps at- 
tendue des Tables astrononii(|uefi d'Olong-Beg vient de 
paraître; le («xte est imprimé depuis ■847- ^l- Sédillot a 
complété son travail eu le mettant à la portée du grand 
public, et en l'accompagnant d'un commentaire néces- 
saire , indispeu sable même pour un auteur qui présente 
bien des obscurités. Dans cet ouvrage ainsi que dans 
d'autres , bien conuus des géomètres , le savant professeur 
-combat avec succès l'opinion si longtemps accréditée , que 
les Arabes n'avaient aucune espèce dp spontanéiié. Dans 
un journal d'astronomie que nous aurons bientôt, on 
essayera de faire connaître ce qu'on doit à ce peiii-CIs de 
Tamerlan (xv' siècle) ; mais nous pouvons déj:» dire que, 
si M. Sédillot a parfaitement raison de combattre ceux 
qui, pour élever les Indiens et les Chinois, croient né- 
cessaire de déprimer les Arabes, il n'est pas non plus 
juste 6'élever les Arabes aux dépens des deux autres na- 
tions. D'ailleurs le génie n'est pas une fonction des coor- 
données de l'espace et du temps; pour se manifester, 
il n'a besoin que de circonstances favorables. 

Pourquoi M. Sédillot, savant si laborieux, si conscien- 
cieux , versé dans les sciences astronomiques et dans les 
deux langues orientales qui en contiennent les plus pré- 
cieux documents, pourquoi un homme d'un talent si rare 
ne peut-il employer tous ses moments à des occupations 
de prcdila-lion ? Pourquoi l'asircindre a une besogne vul- 
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gaire que cent autres pourraient faire? ^'ous nous évei- 
tuonssaus cesse à tirer le meilleur parti possible des forces 
naturelles, de l'eau, du vent, de la vapeur, de l'électri- 
cité , etc. Quand saurons-nous faire bon emploi des forces 
intellectuelles P 



TIÉORIE DBS FRACTIONS CONTINUES A16ÉIRIQIJES; 
Pas m. C.-W. BORCHAKDT (db Bebli»). 

On sait qu'on peut réduire en fraction continue lara- 
cine carrée d'un nombre entier. En est-il de même pour 
une fonction algébrique entière d'une seule variable? 

Abel, en cherchant dans queb cas l'intégrale / — := dx 

(yx, X sont des fonctions entières de x) peut s'évaluer 
en l<^arithmes, a rattaché cette évaluation au développe- 
ment en fraction coutinue de v'X ( Œuvres complètes, 
tome I, page 33, et Crelle, tome l,pagei84)i ensuite, 
Jacobî ramène inversement ce développement à la multi- 
plication de ce genre d'intégrales, mais seulement pour 
le cas où X est du quatrième degré, les intégrales étant 
alors elliptiques (Crelle, tome VII, page 4>]i et il donne 
ce résultat, sans démonstration. Dans un Mémoire inséré 
dans le journal de Crelle {lome XLVIII, cahier i), 
M. Borchardt donne non-seulement cette démonstration, 
mais établit ce magnifique théorème : 

V^TÏ = ix[x-a,)(3:-i,,)...{x-a^, = r, + J- 
'2f,_, \jx<fx-^r„_ 
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les r sont des fonctions entières de degré v et les f des 
fonctions, généralement parlant, du premier degré. L» 
détermination de ces fonctions dépend de l'intégrale 



/: 






Des raisonnements rigoureux, des idées d'une clarté 
parfaite, une succession d'idées parfaitement coordon- 
nées, qualités qui distinguent le célèbre analyste berli- 
nois, rendent ce sujet difficile, d'une facile compréhen- 
sion. Le Mémoire est écrit en français. En le reprodui- 
sent dans le Journal de Mathématiques, M. Liouville 
rendrait plus accessible aux géomètres français un modèle 
de style , de rédaction et de haute logique. 



HOTR SUR UIK rORIULE BK M. fiAIiSS miTEVR A U DK- 
CaMPftSmOH D'UN NOMBRE SI» DEUX CARRÉS ET SUR 
^mm POlUWLES ANALOeiiRS; 

pA» M. Ahcklo GENOCCBI (i>b Tubin). 



Je démontrerai la formule de M. Gauss , qui exprime 
de combien de manières un nombre entier peut être dé- 
composé en deux carrés (voir Nouvelles annales, t. EC, 
p. 307). 

Je remarque d'abord qu'il ya autant de décompositions 
pour un nombre n que pour son double. En effet, si 
l'on a 

il en résulte 
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et réciproquement, de 



où u' et (^ seront tous les deux pairs ou impairs, on con- 
clut 



donc, à tonte décomposition de n, il répond une dé- 
composition de an, et vice versd, et l'on voit d'ailleurs, 
par ces formules, que les décompositions correspondantes 
à deux décompositions difTérentes de l'un des mêmes 
nombres seront aussi différentes entre elles. 

n suit de là qu'on peut supprimer, dans le nombre 
proposé , tout facteur puissance de 3 , ce qui donnera pour 
résultat un nombre impair. 

En second lieu, si t est le plus grand commun diviseur 
de u et c, et qu'on fasse 

a = la', V = t^, 
l'équation 



de sorte que ï' (u'* -t- v'*) sera divisible par tout diviseur 
premier p de n. Donc , iip est de la forme 4 "* + 3 , ne 
pouvant diviser la somme u'* -f- c" de denx carrés pre- 
tuiers entre eux , ce nombre divisera t ; et posant 

où TT et {9 sont des exposanu entiers, et n', ('des entier» 
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pi-emiei's k/i, on aura 

ei, par conséquent, 

c'est-à-dire que l'exposant n doit être pair. Oii Toit donc 
que , si n est décomposable en deux carrés , le produit de 
tous ses diviseurs premiers de la forme 4 "* H- 3 sera un 
carré , facteur commun de ces deux mêmes carrés. 
On aura eu même temps 

n' = t"{u"+^"), 

et l'on en conclura que, dans cette recherche, ou pCnt 
aussi faire abstraction des diviseurs premiers de la forme 
4^-1-3, et, en conséquence, ne considérer que les 
nombres dont tous les diviseurs premiers ont la forme 
4"» -l-i. 

Cela posé, si n est un nombre premier de cette forme, on 
sait qu'il peut toujours ôtredécomposë en deux carrés, mais 
d'une seule manière. Si n ^p ., p étant un nombre pre- 
mier de la même forme, on pourra supposer 
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Or, pour les nombres complexes di: la forme A + B ^ — i, 
CD démontre )epriDcipe,quecesD0aibre3 ne peuvent être 
décomposés en facteurs complexes premiers que d'une 
seule manière (*); d'ailleurs, q-\-r^~~ie\.t]- — r^ — i 
sont des nombres complexes premiers : donc u-\-v ^ — i 
aura la forme 

/ éunt o, t , 3, ou 3, et A, h étant nuls ou entiers positifs. 
On eu tire 

._,/=7 = C-^,)'(,-rvCr,)'(, + ,,/Zn)'; 
et , par la multiplication , 

c'est-à-dire 
j'oà il suit 



Celte équation fournira toutes les valeurs possibles de u 
et c, et, par suite, toutes les décompositions de n en deux 

(■) Je renToie nu be«a Mémoin de M. Gann, ThtoriBreiU. hi^uadr. , 
itatr* dana le* Commtmt Gottli^. rteent. , tome VII ; on paut loir aunî 
■oe dëmoDSlntiOD d« Wanliel dam le» Cmnptei renJui de l'Inititnt, 
iJuuMda i5 nttn 1S47. La même principe n'esl pasTrui pour 1« nombre) 
eompleieB deloai les degrés, comme M. Kummer l'a démoalré (vo^ei le 
Jonroal de M. LiouTille, tome XII, page aos). Ainsi c'est. Je crois, par 
inadiertanee qu'oD ■ dit (_!1oovelUi AiuiaJei, tome VIII, page 364 ) <I"e II 
démoiBlntian du dernier théorème de Fermât dépend de ce principe. 
Ji». de MaMmti., t.XUl. (Mal i8540 tl 
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carrés, en remplaçant AsuccessÏTcmcntparo, i, 9,3,...,;r. 
Mais on peut la réduire à 

B + ^v''^ = Cf + '-V^ il — f^^T ' 

car le facteur (v' — i)' ne peut qu'écbangcr entre elles les 
valeurs de it et v, ou clianger leurs signes, ce tjni n'aug- 
mente pas le nombre des d(k;omposi lions. On aura ainsi 
TT -+- 1 déterminations de uet c^ mais c 



.-./=7=(,-rvcr.)"C,+rvC:T)-", 

et que, par conséquent, la substitution de n — h k h 
cliange seulement le sigae de c, on n'emploiera que la 
m«itié des valeurs de A, et le nombre des déterminations 

sera réduità si it est impair, à — h i si 7t est pair. 

Dans ce dernier cas , on aura, pour h= -n, la détenni- 

nation 

«-+-<'V^^ = (î + rV^rT)*(ç-r/Z-r)* = (y' + r')i, 
c'est-à-dire 

« = (y' + /')', ..= 0; 

alors n := u* et n'est pas décomposé en deux carrés : 

donc , en excluant cette détermination , on conclura que 

le nombre des décompositions de n = p en deux carrés 

JT-I- 1 . . It ' 

est pooT It impur, ~ pour it pair. 

Je suppose maintenant n^p n', n' étant premier & p , 
"j'ai 
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qui montre que « + i>v'— i doit fitre un diviseur com- 
plexe du produit 

donc, 8iu' + cV — «désigueun diviseur complexeden', 
m- i' ^ — I aura la forme 

d'où , en changeant le signe de y'— i , et multipliant les 
résultats, on tirera 



et, par suite, 

On obtiendra donc toutes les valeurs de u et c par l'équa- 



OÙ l'on remplacera /( successivement par o, i,a,3,,,. ir 
et u'y v' par toutes les solutions de l'équation 



Maison peut, pour les mêmes raisons que ci-dessus 
omettre le facteur (\/— i )', et alors l'équation précédente 
fournira (tt +i) N' déterminations de u et i', N'étant le 
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nombre des solutïous de l'équatiou 

Ces dëterminaiîoDs seront égales deux à deux au signe 
de V près, si l'on emploie successivement lous les deux 
diviseurs complexes u' + v' if—ï el u' — f' )/ — i de 
»' , car on aura 

si n est pair el n' un carré, on aura ainsi la détermination 

„ + ,V^=(,+r»crT)»(,_r»crT/ „■ = (,.+,-)».■ 

pour A ^ - TC , et 

laquelle donnant 

ne devra pas être comptée dans les décompositions de n 
en deux carrés. Donc le nombre de ces décompositions 
sera 

(ir + QW 

a 

lorsque, n n'éunt pas un carré, ir est impair, et sera 

(,r+i)H ' — I 
a 

si n est un carré et ff pair : N' exprime combien il y a des 
nombres complexes 

qui satisfont à l'équauou 



edbyGoogle 



( '65 ) 

et se déduit du nombre des décompositions de »' en deux 

. H' . , H'— I 
carres, puisque ce nombre est — si n est pair, et 

si N' est impair. 

De tout cela il est facile de conclure que si 

a, b, Cy etc., étant des diviseurs premiers différents, 
Ions de la forme ^m-t-i, et a, j3, y, etc. , des exposants 
entiers positifs, et si l'on fait 

H = («+.)(p + .)(7+.)..,., 
le nombre des décompositions de n en deux carrés sera - 

lorsque it n'est pas un carré , et lorsque n est un 

carré. Car ce théorème est démontré dans le cas d'un seul 
diviseur premier, et l'on peut aussi déduire de ce qui 
précède que, s'il est vrai pour i diviseurs premiers, il 
sera vrai également pour un diviseur premier de pins. 

On obtient ainsi la formule de M. Gauss. 

Si l'on cherche le nombre des solutions de l'équation 

OD peut compter comme telle x = ^, jr = o, dans le 
cas de n carré, et alors ce nombre sfirail au lieu 

On sait que "N est le nombre des diviseurs entiers de n. 



{*) Ceci moDtra l'inntllilé de [t correclioD iiitli<|U^ lomo IX , t»);» ^"^^ 
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à laquelle an est conduit dans la théorie des fonctions 
elliptiques ou des Jactorielles réciproques. En efTet, si 
l'on représente par M t' le terme général du premier 
membre développé , l'exposant n sera de la forme x* -hj*t 
et le coefficient M sera 

OÙ Ni indique le nombre (o ou a) des solutions de l'équa- 
tion 

l'une des inconnues x,jr étant nulle, et Ni indique le 
nombre des autres soluUotis de la même équation, pourvu 
qu'on compte comme deux solutions les deux détermi- 
nations 

fi u et V sont diiférents, et comme ime seule si u = o, 
mais sans avoir égard au signe de x et de^. D'autre part, 
un terme quelconque du second membre est 

qui se développe m termes de la forme 

4(-i)'.."".ti"-i< = 4(_,),,i..>.ic«), 

de sorte que l'exposant de t sera n si l'on a 

(2.-1-1) (*+!)=/., 
[') Ciceat, Complet rendai, iBilï. a' Minotio, papes 5i3 et iC;. 
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iâi, par suite, si 214- i est un diviseur de n-, on voit, de 
plus, que ce terme sera positif si i est pair, n^atif si l'est 
impair, et fpie, dans le premier cas, 3i'+ 1 est de la 
forme4'n + i) dans le second, 3{-f- i est de la forme 
4^ + 3; donc, en appelant di le nombre total des divi- 
seurs de n delà première forme, t/, celui des diviseurs de 
la seconde, l'agr^at de tous les coefficients de t' dans le 
développement du second membre sera • 

4rf, — 4^,, 
qui devra Être égal à M, et, par cousàpient, 

Donc , si n est réduit k n'avoir aucun diviseur premier de 
la forme 4 ''i + 3, (^1 étant nul , on aura 

H, 4-2N,= 2rf,, 

résultat qui coïncide, comme on voit facilement, avec la 
formule de M. Gauss. 

La même théorie , que nous venons de rappeler , donne 
l'équation 



■(r^,H 



de laquelle on tire d'une manière semblable le nombre des 
solutions de l'équation 



Si N, est le nombre des solutions de cette équation lorsque 
l'une des inconnues est nulle, et Ni celui des antres solu- 
tions} si , d'autre part, on exprime respectivement par 
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dx,âx, tff, lîn combien le nombre n a de diviseurs des 
formes 

8m+i, 8ot + 3, 8flt + 5, 8« + 7, 
on trouvera 

N, + 3 N, = rf, + rf, — rf. — rf,. 
On a aussi 

et en appelant N| lenombredes solutions de l'âjuatïon 

qui correspondent i l'une des inconnues nulle , N, celui 
des autres solutions, on trouvera 

N, + 2H,= (— i/(d, — ^A — ^, — rf,): 

ici , d^ est le nombre de ces diviseurs i de n , dont les réci- 

fRvquesTSont delà forme 3m + i, et ditfèreut d'eux d'un 

nombre impair; d^ est le nombre des diviseurs dont les 
réciproques sont aussidelaformc3m+i, mais difi^reut 
d'eux d'un nombre pair; d% est le nombre des diviseurs 
dont les rÀ:îproque8 sont de la forme 3m + a, et diS&rent 
d'eux d'un nombre impair ; et enfin , d^ est le nombre des 
antres diviseurs, dont les réciproques sont de la forme 
3m+aC). 

(*) I' formais qu'a donn^ M. Cancb} {Con^ei remiui, tome TiVk, 
p«iB«'3S3}reTieat licell0-ci; œaU il bal 7 mettre -Kk Uplande N,«t 
ealendro par N le nombre da toutai le* ioIuIIddi enUèrsa poaitilM, en- 
tièrea npgatirïs et auUaa de l'^iutioii 
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Ces deux formules pcuveDt aussi être démontrées par U 
première méthode que j' aï exposée pour celle de M . Gansa. 
Je rappellerai eufiu les deux équations : 

{r+i' + (» + ("-f-...)' 



(1+ a/+ 2f' -t- at' 4- . . .)' 

Delà première on déduira que, si n est un nombre impair, 
et si l'on désigne par D la somme de ses diviseurs, et par N 
le nombre des solutions de l'équation 

*'-f-j-' + »'-+- «- = 4" 
en nombres impairs, on a 

N = D. 
Qnanti la deuxième, soientnunentier quelconque, D, la 
somme de ses diviseurs impairs , D* la somme de ses divi- 
seurs pairs dont les réciproques sont impairs, et Dt la 
somme de ses diviseurs pairs dont les réciproques sont 
aussi pdirs; de plus, que le nombre des solutions de l'é- 
cpaiïoD 

soit N, si trois des inconnues sont nulles, Nt si deux 
•ont nulles, N» si une seule inconnue est nulle, N» si 
aucune n'est nulle : on aura 

H, + aH, + 4N, -H 8N. = 4 (D, -I- D, — D.). 

On doit remarquer que les deux déterminations 

«=a, j'=i, z = e, u = if. 
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sont comptées pour deux solutioas tiaetb sont différents, 
et ainsi des autres. 



SUft U DIVISIOK m&Gtl ET U DIVISION ORDANNfiB (*) ; 

Pai m. turquan, 

Agrë[^ des Seisnces mathdmitiqnes. 



1°. Prihcipb foitoahestal. — Sil'on a à effectuer une 
division dont le quotient n'ait quun seul chiffre, qu'on 
supprime le même nombre de chiffres à la droite du di- 
vidende et du diviseur, et qu'on divise Fun par Vautre le 
dividende et le diviseur ainsi restreints j si le reste de cette 
division est plus grand que le chiffre du quotient , ce quo- 
tient sera celui de la division proposée. 

Par exemple.soit à diviser 464 936^58 par 847S3639. 
Supprimons cinq chiOres n droite du dividende et du 
diviseur, et divisons 4^49 par 847 1 ce qui nous donnera 
pourt^otient 5 et pour reste 4 1 4- Je dis que 5 est le quo- 
tient de la division proposée. 

En elTet, ce chiure 5 indique combien de fois 847 est 
contenu dans 4^49 1 ^^i p^f stiite, combien de fois 
84 ^00 000 est contenu dans 4^4 900 000 , ou bien encore 
combien de fois 84 7oooooe8tcontenudans 464 936^58; 
donc 6 peut être trop fort , mais pas trop faible. Il ne peut 
pas non plus être trop fort,' car, si cela était, on aurait 

464 936 958 < 5 X 84 763 639, 

I') VoiVloioD ill, pagesSaS, GiSilomo V,pnj;«8aii. ^SOi .iO». ^'W> 
Gîg; luoic VI, iiago^îS] lumuXI, |iBe(!s53, loo, i^S. 
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et, à fortiori, 

464 900 000 <; 5 X 84 800 000 , 

ou 

4649<5xa48. 

Mais on a 

4649>5x847i 

donc 4 649 est compris entre S. 847 et 5.848ila<liOréreDce 
entre 4^49 ^^ ^-847 seraitdonc moindre que 5 , ce qui n'a 
pas lieu. 

Le principe énoncé se trouve donc démontré : voyons 
comment nouâ pourrons nous en servir pour abréger la 
division. 

•à". Soit à diviser 4 649867 587 par 847 836. Le quo- 
tient aura quatre chiffres. Je prends sur la gauche du di- 
viseur cinq chiffres, autant plus un qu'il y en a au quo- 
tient, savoir 84783, et sur la gauche du dividende assez 
de chiffres pour contenir le diviseur conservé 84 783 , et 
le contenir moins de dis fols , savoir 464 d36 ; et je divise 
ensuite ces six premiers chiSres du dividende par les cinq 
premiers chiffres du diviseur. Je trouve pour quotient 5. 
4649367585 i 8^83^ Je multiplie 84783 par», enayant 
41018 5483 soin d'augmenter le produit des 

7105 dizaines qui proviennent de la 

3 a3 multiplication du chiffre barré â 

69 ' du diviseur par 5. Je soustrais le 

produit du dividende 464936, et je trouve pour reste 
4i 018. Ce reste est évidemment plus petit que celui de 
la division de 464 $^G par 84 783 , puisqu'on a mis iS 
pour le produit de 3-S , et comme il est aussi plus grand 
que 5 , ce chiffre 5 , en vertu de notre principe fondamen- 
tal , est le quotient des sept premiers chiffres du dividende 
par le diviseur, et, par conséquent, le premier chiffre de 
la division proposée. 
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Ce reste 4^ oiS se compose des cinq premiers chiffres 
du second dividende partiel que donnerait la division or- 
dinaire, saof une erreur en plus qnî vient de ce qu'on 
n'a pas soustrait les unités provenant du prodnit du pre- 
mier chiiTre barré 6 parle chiffre 5 , erreur qui ne peut pas 
surpasser deux unités (*). Par conséquent, si l'on divise 
4i oi8 par les quatre premiers chiffres du diviseur, et si 
le quotient trouvé est plus petit que le reste correspon- 
dant diminné de a, ce quotient sera le second chiffre 
du quotient de la division proposée. Je barre donc le 
chiffres, je divise 4' oiSpar 8478, ce qui me donne pour 
quotient 4î je midtiplïe 8 478 par 4 , j'ajoute au produit 
les dizaines provenant de la multiplication du dernier 
chiffre barré 3 par4, je soustrais de 41 018; le reste 7 io5 
estpluspetitquclerestedcla division de 4' 018 par 8478, 
et, diminué de 3 , il est encore plus grand que 4- Donc 
4 est le second chiffre cherché. 

Le reste 7106 se compose des quatre premiers chiffres 
du troisième dividende partiel que donnerait la division 
ordinaire, sauf une erreur en plus de quatre unités, parce 
que le reste précédent 4ioi8 peut être lui-même trop 
fort de deux unités , et parce que le défaut de soustraction 
des unités de mille provenant de la multiplication des 
parties négligées du diviseur par 4oo peut encore amener 
deux unités d'erreur. Par conséquent, si l'on divise 7 io5 
par les trois premiers chiffres du diviseur, et si le quo- 
tient trouvé est plus petit que le reste correspondant di- 
minué de quatre unités, ce quotient sera le troisième 
chiffre du quotient de la division proposée. Je barre donc 
le chiffre 8, je divise j io5par.S47,cequi me donne pour 
quotient 8; je multiplie 847 par 7 , j'ajoute au produit 
les dizaines provenant de la multiplication du dernier 

(■) Voie la rcinar<]uc , paBi: >7l' 
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cltiSre barré 8 par IcquoiJeatS, je soustrais do ^loS. Le 
reste 3i3 est plus petit que le reste de la division de ^loS 
par 847 , et , diminué de 4 > il est encore plus grand que 8. 
Donc 8 est le troisième chiffre cherché. 

On voit facilement (jue le reste 323 se compose des 
trois premiers cbîfIrcB du quatrième dividende partiel que 
donnerait la division ordinaire, sauf une erreur en plus 
qui ne peut pas surpasser sii unités. Par conséquent , si 
l'on barre le chiffre 7 et si l'on divise 3a3 par 84, le 
chiffre ainsi trouvé 3 sera le quatrième chiflrfe demandé, 
parce que le reste 69, évalué avec les précautions prises 
dans les opérations précédentes, est plus petit que le 
reste de la division de3a3par 84, et que, diminué de 6, 
il est encore plus grand que 3: 

3°. On voit , par ce qui vient d'être dit, que : 
Pour trouver le quotient d'un nombre entier par un 
nombre entier à une unité près , on conserve au diviseur, 
à partir de la gauche , anUnt de chiffres plus un qu'on en 
veut avoir au quotient ; on prend sur la gauche du divi- 
dende un nombre suffisant de chiffres pour contenir la 
parue conservée du diviseur et poiu' la contenir moins de 
dix fois; on divise ensuite le dividende restreint par le 
diviseur restreint, ce qui donne le premier chiffre du 
qtiotientj on multiplie le diviseur restreint parce chiffre, , 
en ayant soin d'augmenter le produit des dizaines prove- 
nant de la multiplication du premier chiffre négligé du 
diviseur par le premier chiffre du quotient, et l'on sotis- 
trait du premier dividende partiel. On barre le dernier 
chiffre du diviseur, et l'on divise le reste par ce nouveau 
diviseur, on a ainsi le second chiffre du quotient ; on mul- 
tiplie le second diviseur par ce chiffre, en ayant soin d'a- 
jouter au produit les dizaines du produit du dernier chif- 
fre barré par le second chiffre du quotient , et l'on sous- 
trait du premier reste. On supprime un nouveau chiffre 
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à la droîlc du diviseur, et l'on a ainsi un troisième divi- 
seur restreint par lequel on divise le second reste , et l'on 
obtient le troisième chiflre du quotient, et ainsi de suite. 

Tant que chaque reste, diminué d'autant de fois s 
qu'on a trouvé de chiffres moins un au quotient, est pins 
grand que le dernier chiffre trouvé, ce chiffre est exact, 
et l'on a le quotient approché par défaut, è moins d'une 
unité de l'ordre de ce chiffre. 

Comme on a pris au diviseur autant de chifires plus un 
qu'ilyen a* au quotient, le diviseur qui donnera le chiffre 
des unités aura deux chiffres, et le reste correspondant 
en aura ordinairement deux, et sera dans la plupart des 
cas , même après la correction , plus grand que le dernier 
chiffre du quotient. 

4". Remarque. Il est facile de se convaincre que le 
défaut de soustraction des chiffres négligés de chaque pro- 
duit, peut augmenter de deux unités les parties conser- 
vées des restes; car, en ajoutant au produit du dernier 
chifire barré par le dernier chiffre trouvé au quotient, 
les dizaines provenant de la midlipHcation de l'avam- 
demîer chiffre barré, on pourrait aagmenter les dizaines 
de ce produit d'une unité, et si les unités se trtmraîent 
plus grandes que le chiffre correspondant du dividende 
partiel, et qui n'est pas écrit, ces dizaines augmenteraient 
d'nne nouvelle unité. De sorte que ces deux unités se re- 
trouveraient dans le reste suivant, qui serait ainsi aug- 
mente de deux unités. L'erreur peut donc aller jnsqu'i 
deux unités, mais il est évident qu'elle ne peut pas aller 
au delà. 

5°. On peut facilement trouver le véritable reste de la 
division, Ilsuffit, en effet, d'écrire àc6téde69 (p^e i^i) 
les chiffres négligés du ilividende, et de retrancher du 
non^re ainsi dïtenn tout ce qu'on a omis de soustraire 
par le procédé de la division afor^ée; ce qui se compose 
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évidemment du produit 
de 6 par 5oi 



moins les dizaines de mille provenant 
de ce» différents produits. 



de 36 par 4*^ 1 

lie 836 par 8o 

de 7 836 par 3 J 



DésignoQS-les par d, d\ d", d"'-^ on aura 

6x5 ooo — rf = t>ooo 

36 X 4oo — rf'= 44oo 

836x 8o — rf"= 688o 

7836X Z-<r= 35«8 

Total 14788 

on retranchera donc 14788- de 697587, et le résultat 

68^799 sera le reste de la division. 

On pourra se servir de ce reste pour trourer quatre 

autres cliiflres du quotient par la méthode de la division 

abrogée. 

On supprimera le der- 
; nier chifTre 6 du diviseur, 
etl'cm divisera 683 799 par 
84 783 , ce qui donne pour 
quotient 8. On multipliera 
84 783 par 8, en ayant soin 
d'ajouter au produit les di- 
zaines provenant de la mul- 
tiplication du chiffre né- 
gligé 6 par 8. Le reste 4 53 1 
est plus grand que 8 , donc 
le chiffre S convient. On 
barrera le chiffre 3 et l'on 
ditîaera 453i par 8478. 
Le quotient est léro. Oi> 
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barrera alors le chîfTre 8 du divisear, et l'on divisera le 
même reste 4^3 1 par847> '-'" trouve pour quotient 5. On 
multipliera 847 par 5 en ayant soin d'ajouter au produit 
les dizaines provenant de la multiplication du dernier 
chiffre barré 8 par 5 , et Ton soustrait de 4 53 1 . Le reste 
39a, diminué de quatre unitës, est plusgrand que 5, donc 
le chiffre 5 convient. On supprime enûn te chiffre 7 du 
diviseur, et l'on divise 392 par 84- On trouve pour qno- 
tientS. On multiplie 84 parSen ayant soin d'augmenter 
ce produit des dizaines provenant de la multiplication du 
dernier chiffre barré 7 par 3 , et l'on soustrait de aga. Le 
reste 38, diminué de 6, étant plus grand que le chiffre 3, 
ce chiffre 3 convient. 

On pourra ensuite retrouver le véritable reste corres- 
pondant au dernier chiffre 3 du quotient par le même 
procédé que nous avons suivi tout à l'heure, et ce nouveau 
reste permettra de trouver encore quatre autres chiffres 
au moyen de la division abrégée. 

6°. Lorsqu'un des restes , diminué d'autant de fois a 
qu'on a déjà trouvé de chiffres moins un au quotient, est 
plus petit que le dernier chiffre trouvé , ce dernier chiffre 
est incertain , et il faut s'assurer s'il convient avant de 
continuer l'opération. Pour cela, on rétablira le reste sui- 
vant tel qu'il aurait été obtenu par le procédé de la divi- 
sion ordiuaire , de la même manière que nous avons déjà 
rétabli le reste final de la division ; et si la correction peut 
se faire, le chiffre convient, car le produit du diviseur 
par ce chiffre est plus petit que le dividende partiel qui 
l'a donné. Si la correction ne peut pas se faire , il faudra 
diminuer ce chiffre d'une unité, et recommencer la véri- 
fication. 

Au heu de réublir le reste suivant tout entier, on 
pourra en rétablir nue partie seulement , comme on le 
voit dans l'exemple suivant. Le reste correspondant au 
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(-ItiflreS trou véauquotien test 6, plus petitque 8; ce dernier 
cliifb^ pourrait donc être trop fort. Pour s'en assurer, à 
2452445375! 6 45369 côtédudernierresie Son abaissera 
5i6 34 38o o le premier chiffre cégligé du dî_ 

65 YÏdende; le nombre 65 ainsi obtenu 

'4 contient les mi lie du troisième divi- 

5 1 decde partiel augmente de tous les 

mille que le procédé de la division abrégée n'a pas permis 
de soustraire. Or ces mille sont la somme des unités du 
produit de 7 par 3ooo , des dizaines du produit de 7 par 
800 et des unités du produit de 6 par Soo , somme égale 
à i4> Comme 14 peut être retranché de 65, et que le reste 
5 1 est plus grand que 3 , le produit du diviseur par 8 est 
nécessairement plus petit que le second dividende par- 
tiel , et le chiffre 8 convient. 



7°. Il est clair qu'au lieu de chercher par le procédé 
abrégé de la division le nombre total des chitTres de la 
partie entière du quotient , on peut n'en chercher qu'un 
cenaÏD nombre , trois par exemple. Alors il faut com- 
' mencer par diviser les cinq ou quatre premiers chiffres du 
dividende par les quatre premiers du diviseur. Après 
avoirtrouvé le troisième chiffre, on rétablira les premiers 
chiffres du reste correspondant par un procédé semblable 
à celui qui nous a servi dans le paragraphe précédent , et, 
avec ce reste, ou pourra encore trouver trois autres chif- 
fres , etc. 

On peut même ne chercher qu'un seul chiure à la fois 
en divisant les trois premiers chiffres du dividende par les 
deux premiers du diviseur, et en rétablissant api-ès chaque 
division les trois premiers chiffres du reste correspondant. 
Cette méthode simplifie aussi l'opération , et elle est sur 
J«B. dt ilMihinmi ,\, xm. (Mii 1854.) la 
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tout remarquable parce qu'elle reproduit, sauf de Itères 
modifications , la division ordonnée de Fourïer. 

Reprenons la même division que plus haut. Prenons 
pour diviseur désigné 84 , et pour premier dividende par- 
tiel 4€4- Nous trouverons pour quotient 5 et pour reste 
41 plus grand que 5; donc 5 convient. Nous écrivons à 

_, côté du reste le chifTre q; le 

4649367587 847836 . , 1 ■ . 

^ ^? -■ ■ ■ ■ : \~--^ nombre 419 surpasse lesunites 

*'9 1 'i ' du septième ordre du second 

T— " dividende partiel ordinaire de 

toutes les unités du septième 

ordre provenant de la multi- 

z^ plication des 7 mille du divt- 

346 seurparles 5 mille du quotient 

33 et de celles provenant du pro- 

3x3 duit des 8 centaines du diviseur 

697 par 5ooo, Ce nombre d'uni- 

. '^ tés du septième ordre s'élève à 

"'H ^. Je soustrais 9 de 4'9) ^' 1^ 

7'' reste 4>0) sauf une erreur en 

a8 1 ■ . 

-r-f, plus qui ne peut surpasser deux 

, unités, se compose des millions . 

Tg7 du second dividende partiel . Je 

3,- divise 4io pitr 84, je trouve 

25 pour quotient 4 et pour reste 

^^ 7a ; 73 , diminué de a , est plus 

3go grand que 4 > donc 4 convient. 

13 A côté de 72, j'écris 3; 7a3 

.y. . surpasse les unités an sixième 

ordre provenant d« la multiplication des 3 dizaines et des 

8 centaines du diviseur par Sooo , et de la multiplication 

des 8 centaines et des 7000 du diviseur par 4°°t donc 

la somme s'élève k la. Je soustrais la de 728, et le reste 
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-11, sauf une errein- en plm ,„i „c peut .urpaacr doux 
uuuài, contient toutes les centaines de mille du troisième 

iliridonde partiel oidin.ire.JcdiTise7i.p,r 84, je trouve 
pour quotient 8 et pour reste 34; 34, diminué de j, est 
plus grand que 8 , donc le cUffre 8 convient. A côté do 34 
j'abaisse le cliillre 6, et le nombre 346 surpassera \à 
diiaines de mille du quatrième diiidende partiel ordi- 
nairede toutes celles qui proviennent de la multiplication 
des 6 unités et des 3 dizaines du diviseur par 5ooo, de la 
inultiplicaUon des 3 dizaines et des 8 centaines du divi- 
seur par 4oo , de la multiplication des 8 cenuines et des 
- mille du diviseur par 8o. Cette somme donne en tout 
23 dizaines de mille. Je soustrais* 23 de 346; le reste 323, 
sauf une erreur en plus qui ne peut surpasser 2, est 
le nombre des dizaiues de mille contenues dans le qua- 
Irièmedividende partiel ordinaire. 

Ce nombre 3a3 donnera le quatrième chiifre du quo- 
tient, savoir 3 : on trouvera de la même manière le cUlfre 
des dizaines 8. Mais ici se présente une circonstance re- 
marquable. Le reste 7 est plus petit que 8, ce chiffre 8 
peut donc être trop fort. Pour le vérifier, j'abaisse le 
cLiffre 5 à cité de 7, et je fais la correction. La correction 
peut se faire, et le reste corrigé surpasse a. Donc le pro- 
duit du diviseur par 8 ne surpasse pas le cinquième di- 
vidende partiel ordinaire , donc le chiffre 8 convient. U 
dividende partiel corrigé 47 est plus petit que 84 , j'écris 
oau rang des dizaines, et le chiffre suivant 8 à côté de 7; 
je fais la correction, et je trouve ainsi au quotient li 
chiffre 5 , puis le chitjre 3 , etc. 

8". On peut donc formuler, ainsi qu'il suit, ce pro- 
cédé de division ordinaire : 

On prend pour diviseur désigné les deux ou trois pre- 
miers chiffre, à gauche du diviseur, et sur la gauche du 
ilividende une partie qui contienne ce diviseur désigné 
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-et ne te conlîcmic pas dix fois. On divise ce premier di- 
vidende parliel par le diviseur désigné , et l'on en soustrait 
le produit du diviseur désigné par le chiffre trouvé au 
quotient, en ayant soin de l'augmenter des dizaines pro- 
venant de la multiplication du premier chiffre négligé par 
ce chilTre du quotiept. Si le reste ainsi obtenu est plus 
petit que te chiSre trouvé au quotient, ce chiffre est 
bon. 

A c6tédu reste, on abaisse le premier chiffre négligé 
du dividende, OD a un nouveau dividende partiel qu'il faut 
corriger en en soustrayant les imités de même ordre que 
son dernierchiffre,provenantdu produit des deuxpremiers 
chiffres négligés du diviseur par le chiffre trouvé au quo- 
tient. On a ainsi un nouveau dividende partiel que l'on 
divise par le même diviseur désigné, ce qui donne le 
second cliiffre du quotient; on retranche de ce second 
dividende partiel le produit du diviseur désigné par le 
nouveau chiffre du quotient, en ayant soin de l'ang- 
menier des unités de même ordre provenant de la 
multiplication des chiffres négligés du diviseur par la 
partie trouvée du quotient , et si le reste diminué de deu^c 
unités est plus grand que ce chiffre du quotient , ce chiffre 
est bon . 

Â côté du reste , on abaisse le second chiffre négligé 
du dividende, on retranche du résultat ainsi obtenu les 
unités de même ordre que son dernier chiffre qni provira- 
nent de la multiplication des trois premiers chiffres né- 
gligés du diviseur par les deux premiers chiffres du quo- 
tient; on a ainsi un troisième dividende partiel qu'on 
divise par le diviseur désigné, et ainsi de suite. 

Lorsqu'il arrive qu'un reste diminué de a est pins 
petit que le chiffre dernièrement trouvé au quotient , ce 
chiffre peut être trop fort. On abaisse alors i côté de ce 
reste un nouveau chiffre du dividende , et l'on fait ta cor- 
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rectioD. Si celle correction peut se faire, et que le reste 
soit plus grand que a, le chitTrc est bon, siuoii le diiiTre 
est trop fort , il faut le diminuer dVue unitv et recommen- 
cer la vérification. _ 

9°. Voici mainteuaut comment on peut faire la cor- 
rection dont il est parlé. On multiplie le second chliFrc 
néglige du diviseur par le nouveau chilTre obtenu au quo- 
tient, et l'on retient les dizaines; on multiplie le pre- 
mier chiffre négligé par le même multiplicateur, ou ajoute 
les unités de ce produit aux disaines du précédent , et l'on 
écrit la somme. O» multiplie le troisième chilFre négligé - 
par le chiffre précédent du quotient, on retient les di- 
zaines, puis le second chiffre négligé par le même multi- 
plicateur, et l'on ajoute les unités de ce produit aux di- 
zaines retenues, et l'on écrit cette somme au-dessous de 
la première, et ainsi de suite; on ajoute entre eux tous 
les résultats qu'on vient d'écrire, et la somme donne la 
correction qu'il y a à faire. 



SUR LB PROBLÊflB W CAVALIER AU JEU DES ECIECS; 
Pak us ABOMNË. 



On connaît le problème auquel a donné naissance la 
convention faite relativement à la marche du cavalier au 
jeu des échecs. 11 s'agit, dans ce problème, de faire oc- 
cuper successivement et une seule fois , par le cavalier, 
chacune des soixante-quatre cases de l'échiquier, de ma- 
nière & pouvoir revenir, si l'on veut, de la dernière case 
à celle qui a servi de point de départ. Ce problème, dont 
plusieurs géomètres se sont occupés , n'a aucune difficulté ; 
mais la détermination du nombre de solutions distinctes 
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qu'il peut admettre, constitue un uouveau problème d'un 
ordre plus élevé et que qoub étudierons dans un autre ar- 
ticle. Nous nous bornerons ici à indiquer la manière dont 
on pey obtenir les diverses solutions du problème du ca- 
valier. I^endre a traité cette question dans le seccind vo- 
lume de sa Théorie des nombres (3* édition); mais ce 
qu'il a dit à ce sujet n'est pas suffisant. 

Plaçons le cavalier À une case quelconque où nous 
écrivons le nombre i , pais faisons-le marcher confor- 
mément à la règle du jeu, arbitrairement d'ailleurs, en 
' ayant soin d'écrire les nombres 2, 3 , 4 1 c^- > dans les 
cases qui sontainsisuccessivementoccupées, et dene point 
revenir à une case déji marquée. Il pourra arriver, par 
hasard , qu'en opérant de la sorte , on passe par chacune 
des 64 cases, lesquelles seront ainsi désignées par les 
nombres i, a,.-*) ^4i luais, le pins souvent, on sera 
arrêté avant d'avoir épuisé toutes les cases , la dernière de 
celles où l'on est entré ne correspondant qu'avec des cases 
déjà marquées. Nous disons que deux cases se corres- 
pondent lorsqu'on peut aller directement de l'une Â 
l'autre, d'après la r^ledujeu. Dans tous les cas. si les 
cases marquées de numéros impairs sont blanches, les 
cases marquées de numéros pairs seront noires , ou réci- 
proquement- 

Supposons que n cases aient été marquées par les 
nombres 

', a, 3,4,..., ", 

et écrivons des lettres quelconques A, H, C,... dans les 
cases non marquées. Nous allons montrer comment on 
peut successivement faire entrer, dans le circuit des n 
premières cases, chacune des cases restantes. 

Knnai-quons d'abord que le circuit ii... n peut être 
changé d'un Irès-grand nombre de manières diverses. 
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Soit, par cTCmple, »« l'ime des cases qui correspondeut 
i n , notre circuit pourra être remplacé par le suivant : 

,. 2. ..,.|, (,-,). ..(,.+,). 

Soit, de même, n, l'une des cases qui correspoudeut 
à I , le circuit i.a... n pourra être remplacé par 

(i..-i)...3.i|«,(«, + i)...». 

Ou voit qu'on peut toujours changer en une autre, l'une 
quelconque des dc\n cases extrêmes du circuit primitif, 
«t cela de plusieurs manières; car, après avoir fait ce 
changement une fois, on peut encore faire un nouveau 
changement, et ainsi de suite. 

Pour l'objet que nous avons en vue, il faut diriger 
Vopération du changement de circuit de manière que l'une 
des cases extrêmes du nouveau circuit corresponde avec 
l'une des cases que l'on veut introduire, et alors cette 
introduction se fera imm^atement; par exemple , si l'on 
a remplacé le circuit t.i... n par 

et que ni + i corresponde avec Â, on aura le circuit 

I... n,l«...(«, + i)|A, 

qui comprend )a case Â. Ptr celte méthode, <m pourra 
toujours, après quelques tâtonnements, introduire suc- 
cessivement et une à une toutes les cases marquées des 
lcttresA^B,0,.... On pourrait croire qu'il faillechanger 
le numérotage après cliaque introduction ; mais cela n'est 
pas nécessaire, et avec un peu d'attention on pourra 
opérer comme «i ce changement avait été efiéctaé. 

La nkéthode précédente est générale , mais il se présente 
des cas où l'on peut l'éviter et opérer plus simplement. 
Par exemple, si les deux cases A et B se correspondent 
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et qu'elles correspondent respectivement avec les cases n, 
et rie + t du circuit , les cases A et B s'introduiseat im- 
médistement; on a, en c&t, le circuit 

.... «.[A, Bl(/,.4-. )...«: 
on pourra de la même manière faire entrer en même 
temps dans le circait plusieurs cases A , B , C , . . . , L qui 
formeraient entre elles un circuit dont les extrêmes cor- 
respondraient à deux cases successives »« et n« + 1 . 

En opérant comme il vient d'être expliqué , on obtien- 
dra un circuit complet, renfermant les 64 cases; mais, en 
général, ce circuit ne sera pas rentrant, c'est-à-dire que 
la dernière case ne correspondra pas avec la première. 
Or il est très-aisé de faire rentrer un cîreuit non rentrant. 
Supposons que les 64 cases , dans l'ordre où elles sont 
occupées , soient marquées des nombres 

t,2,3,...,64. 
La question que nous nous proposons se résout immé- 
diatement , dans le cas où il existe deux cases successives 
m et m + 1 qui correspondent , la première avec 64 , la 
seconde avec i . On a , en effet , ce nouveau circuit qui 
est rentrant, savoir : 

1.2.3... m[64.63...(»H-i). 
Le cas où il n'existe pas deux cases m et ni + i qui cor- 
respondent avec 64 et i respectivement, se ramène tou- 
jours au premier .cas en changeant le cireuit d'une ma- 
nière convenaUe, comme il a été indiqué plus haut. 

Ce n'est que quand le circuit est rentrant que le pro- 
blème du cavalier est complètement résolu ; on peut alors 
partir d'une case quelconque. Supposons, par exemple, 
quon ait un circuit rentrant dont les cases successives 
soient marquées 

i.a.3... 64; 
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si Ton veut partir de la case 26, il faudra marcher dans 
l'ordre suivant : 

26...64I1...25. 

Exemple. En opérant comme il a ét^ indiqué plus haut, 
je remplis 60 cases que je marque 1.2... 60, je désigne 
les 4c^^3 restantes par Â, B, C, D, j'ai le tableau sui- 
vant : . 



. 


,4 


5i 


36 


... 


2. 


49 


34 


5a 


37 


la 


a3 


5o 


35 


10 


ai 


i3 


» 


rf 


56 


C 


B 


33 


48 


»6 


53 


38 


4' 


60 1 5, 


,0 


9 


3 


■4 


55 


58 


A !4« 


47 


3i 


i5 


^1 
4 


42 
29 


39 

44 


D j59 
,, 6 


8 
3. 


'9 

46 

7 


38 


43 


16 


5 


3o ,45 


18 



Les cases A et B se correspondent , de plus Â corres- 
pond avec 30 et B avec ai ; on peut donc immédiatement 
introduire Â et B, et l'on a le circuit 

t... 20|A.B|21... 60. 

En deuxième lieu , C correspond avec 36 , et 60 corres- 
pond avec 35 ; cela permet d'introduire C, et l'on a le 
nouveau circuit 

i...2o!A.B|aj...35|6o... 36|C. 
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Ed iroisième lieu,Dcorrespond avec 57,etCcorrcspoud 
avec 58; cela permet d'introduire D, et l'on aie nouveau 
circuit qui embrasse toutes les cases , savoir : 

i,..2olA.B|2i...35I6o...581C|36...57lD. 
Pour rendrececircoit rentrant, changeons-le d'aborddaos 
le suivant, en se servant de ce que D correspond avec 55 , 
i...2o|A.B|2i...35|6o... 58iC|36...55|D|57.56; 
remarquant ensuite que i et 56 correspondent respective- 
ment avec 12 et 1 1 , on obtient le circuit suivant, qui est 
rentrant : . 

1. ..Il 156.57 10155... 36 |Ci58...6o| 35... 21 lB.A|ao...i2. 
El, si l'on numérote ces mêmes cases de i à 64 , dans l'or- 
dre qu'on doit suivre, le premier tableau se change dans 
le suivant : 



. 


5o 


'9 


34 


M 


52 


., 


4» 


18 


33 


64 


Si 


.0 


% 


,0 


53 


63 


2 


49 


„ 


35 


54 


4. 


22 


48 

3 


"7 
6» 


3î 

i5 


•9 
36 


38 
55 


i3 
3o 


56 

23 


9 
42 


16 


43 


18 


3i 


■4 


3j 


8 


57 


61 


4 


45 


a6 


% 


6 


43 


H 


46 


35 


60 


5 


44 


i5 


58 


7 



La considération des échiquiers d'un nombre qui- 
conque mn de cases conduit ï des remarques curieuses 
que nous pourrons développer plus lai-d. 
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Note lin liédacleur. C'est Eulur qui , le premlL-r, a 
rauieDé ce problème de situation à un tâtonnement m- 
IfORRe/ (Académie de Berlin, 1759) j à l'aide d'une no- 
tation ingénieuse, Vandermoode a applîfjué ce procédé 11 
UD échiquier quelconque de mn cases; même à un échi- 
quier ^o/û/e (Académie de Paris, 1771), et récemment, 
un géomètre s'en est occupé dans un journal anglais (Rev. 
Moon, On ihehnighU move at chess, Cambridge and 
Dublin malkcinatiques Journal, i' série, vol.in,p. 333, 
i" édit.). Un ouvrage très-cucieux et très-ingénieux est 
celui du chevalier Ciccolini , del cavallo degli scacchi, 
Paris, 1836 : on y résout le problème même pour des 
échiquiers circidaires. La solution rigoureuse, et par con- 
séquent celle qui concerne le nombre des solutions, est 
encore à trouver. C'est que les principes de la géométrie 
de situation désirés par Leibnitz sont toujours incon- 
nus*, principes intimement liés s la théorie combinatoire 
des nombres et au calcul aax diflérences partielles finies. 
C'est ainsi que les questions i5i , iSa {Nouvelles An- 
nales, t. XI, p. ii4) sur les échecs et le domino, qui 
résistent aux efforts d'excellents géomètres , sont des ques- 
tions combioatoires , les combinaisons étant soumises à 
certaines lois. Le problème sur le nombre de chemins 
difTérents qui peuvent amener une tour d'une case donnée 
à une autre case donnée, a été résolu rigoureusement, 
je crois, par Charles (*) à l'aide de t'înt^ration d'une 
équation aux diflérences finies. Je ne sache pas qu'on se 
soit occupé du même problème pour le fou. 

L'onvrage imprimé le plus ancien sur le jeu des échecs 
est, je crois, celui de Damiano, qui a paru A Rome, en 



t ' ) Dniit lu Biocmpliiu Mîohaut 
de Cliartcii le phyuciuti iiii seul 
relueifiarmeHit sur le géamitic } 
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italien et en espagnol, en 1 5 1 a {Libro ùnparare giuocase). 
On lui attribue le coup du gambit [gambetta, croc-en- 
jambe) qui consiste à sacrifier an troisième coup le cava- 
lier du roi pour amener une belle attaque. On croit que 
l'auteur le plus ancien sur le jeu des échecs est Jacobns 
de Césolîs, né à Césole, en Picardie, au xiii" siècle. 



HEIDELEFF. 

Die banhutle des miitel allers, etc. La loge maçonnique 
du moyen âge en Allemagne; exposition historique 
succincte, avec des documents et autres appendices; 
suivie d'une dissertation sur W arcs aigus (en ogive), 
dans l 'architecture des anciens, comme ayant servi de 
précurseur aux principes de l'ancienne architecture 
allemande, et se rattachant à l'ouvrage de l'auteur 
ayant pour titre : Ornamentique du moyen âge, par 
Càkl Heideleff, architecte, et professeur royal de 
Baviùre et conservateur. Nuremberg, i854. 10-4° de 
i3o pages, figures dans le texte. 

Cet ouvrage coutientdes renseignements trèa-curieus, 
fort instructifs sur l'organisation des confréries des ou- 
vriers eu maçonnerie, au moyen âge. Après la chute de 
l'empire romain, ce sont les moines et pnncipalement 
les bénédictins qui ont fondé ces confréries, composées 
d'architectes, de tailleurs de pieri-c, de maçons et de 
charpentiers i ils étaient divisés en novices, compagnons, 
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maîtres, et soumis à dc^ règlemeais hiérarchiques; les 
frères se reconnaissaient entre eux à certains signes, à 
certaines manièresdeseserrer les mains, etc.; les assem- 
blées se tenaient dans des édifices affectés à cet usage et 
bâtis tout près des couvents : ces lieux de réunion se 
nomment Loges (huttes). On y discutait les intérêts des 
confréries et l'on y rédigeait les règlements, statuts, etc., 
obligatoires pour tous lesmembres. 11 y avait quatre Ic^es 
principales pour toute l'Allemagne, savoir : Strasboui^, 
Cologne, Zurich, Vienne. Tout obéissait à ces loges, dont 
la plus considérée était celle de Strasbourg ; c'est i Alber- 
tus Argenlînus, fondateur du 3/unjrer (cathédrale) de 
Strasbourg, qu'on attribue d'avoir fondé toutes les propor- 
tions de l'architecture ogivale sur les propriétés de l'oc- 
togone régulier (achtort) ; il y en a qui croient que cet - 
Albert est le même qu'Albert le Grand , et non sans fon- 
dement. Les frères voyageaient'et étaient appelés où il y 
avait des couvents ou des églises à construiie. Cela expli- 
que comment de si vastes , de si nombreuses constructions 
ont pu s'effectuer au moyen âge. Les chefs étaient des 
prêtres, les travailleurs des confrères qui agissaient dans 
l'intérêt de la foi, et le peuple payait, en faisant son 
salut. C'est le même esprit religieux , la même orga- 
nisation qui a produit les gigantesques édilices des 
Égyptiens; l'enseignement pratique et technique était 
mystérieux, et il n'était pas permis de divulguer les pré- 
ceptes. 

Dans cet ouvrage , on lit plusieurs règlements maçonni- 
ques de i4o4) i4^9 (Strasboni^), i49S(privil^e impé- 
rial), i563, et (pages 34'94) ^1 ^»t, treize documents. 

A la page 95 , on trouve un opuscule intitulé Geome~ 
tria deutsch, Géométrie allemande, écrit attribué à Jean 
HoBcb ; il est de 147^: il est destiné aux tailleurs de pierre 
et leur apprend à mener des perpendiculaires, à trouver 
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les cctilres des cercles, à construire des penlagoncs, des 
hexagones et des oclogones réguliers. Voici la constrnc- 
lioQ du pentagone : 

Soit ab le côté dans lequel il faut construire un penta- 
gone : du point a comme centre , et d'un rayon ab, on dé- 
crit un cercle; du point h comme centre, et du rayon fin, 
on décrit un second cercle : les deux cercles se coupenl 
en e etf, menez ef^ du pointy comme centre, et d'un rayon 
Jh, on décrit l'arc gabh, coupant les deux cercles en g 
et k, et la droite^ en A; menez ta droite gli qui coupe le 
cerclé b en i, la droite bi est le second côté du penta- 
gone, etc. Celte construction ne donne qu'un quasi-pen- 
tagone régulier; ou la désigne ordinairement sous le nom 
d'Albert Durer, mais à Ion. 

A la page 98, on indique les moyens de tracer géomé- 
triquement uu casque et un bouclier. 

A la page loi commence le livret des tracés des planches 
à mesurer (gabarits) par {<ias Keissbûchîein) Mathias 
Roritzer, maître architecte de Rattsbonne en i486. Le 
style envieux allemand est très-difScile; on y voit la 
conslmction des voûtes ogivales {*) - M. Heîdeleff, partisan 
ferment de ce genre d'architecture, montre que les Byzan- 
tins connaissaient et employaient ces arcs de courbe que 
ledivinRaphaël considérait comme d'un goût barbare. 
Aussi, nous ne pouvions pas manquer d'y revenir, ainsi 
qu'aux extravagances thaumaturgiques du moyen âge, et 
que des autorités respectables traitent si sérieusement, que 
si cette tendance continue, la restauration des bûchers 
consutaiant des sorciers »e me semble pas impossible. 

Ouy voit, page 101, les armoiries de Guillaume, prince 
évéquc de Eicbstadt, issu de la famille anciciuic, capable 

(•) O^vt peut dériver de gffrtiu, bosse, arc à la hostc: on écrivait M- 
giiv. L'épilhèlc ne s'appliquRil qu'aux «rcs; Toute ogiïc ost une eipres- 
sion (i^s-récente, introduite, J« crois, par Millin. 
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(le toamois, des Reichenau en Francoiiie, et qui a occupô 
la chaire épiscopale de 1464 à 1496; homme très-saranl, 
OD le disait n sage comme Solon, éloquent comme Salo- 
mon; » bon architecte et directeur de plusieurs construc- 
tions d'édifices. U a exercé une grande influence sur ta 
construction des Munsters de Ratisbonne, Ulm, etc.; 
c'est à Ini que Roritzer a dédié son ouvrage. 

Saint-Beuezet (diminutif de Benoit) est fondateurdela 
confrérie des Frères-Pontifes, auxn° siècle. Il a construit 
lepont d'Avignon, commencé en iiS4et lerminéen 1188, 
quatre années après la mort de Benezet. 

Chez les Romains , les prêtres poruient le nom de pon- 
lificesf on ignore l'origine précise de cette dénomination, 
qui semble se rapporter k la construction des ponts. 

Vairon, dans les Origines de la langue latine, dit: 
« Pont^ces [ut Q. Scœvoîus pontifex maxbnus dicebat) 
à passe etfacere. Pont^ces ego a ponte arbi'tror. Nam 
ab us suhiicùts est foetus primum et rcstitutus sœpe, guid 
co sacra uls etcis Tiberim non mediocriritu fiant ( lib. IV, 
S 83). » Uls est pour ultra. 

■ 9IWSTIONS. 

S87. Si l'on divise d'une manière quelconque un po- 
lyèdre homogène en tétraèdres, et si l'on suppose la masse 
de chaque tétraèdre rénnîc au centre de la sphère circon- 
scrite à ce tétraèdre, le centre de gravité de ce système de 
points matériels est toujoarsiemème. (Bellavitis.) 

288. Lorsque plusieurs surfaces du second ordre S sont 
circonscrites i une surface S du même ordre , tout plan 
cyclique de S coupe les surfaces S suivant des courbes dont 
les focales passent toutes par les deux mêmes points, qui 
sont réels ou imaginaires suivant que l'intersection de S 
et du plan considéré estîmaginaire ou réelle. (Gbos.) 
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389. Si dans un triangle rectiligne ABC, l'on a A <^ B, 
i" si l'on mène aux ctttés opposes les transversales AD et 



DAB EBA 

390. Touver le coefficient de x'~' dans l' équation en 
X de degré » -l- 1 , qui a pour racines les n H- 1 coefiBcieuts 
binomiauxde {ii ■+- b)". 

391. m et r étant des nombres entiers positifs, si l'une 
de ces quantités 3" + i , S**^ -H '> est divisible par lo, 
l'autre est aussi divisible par lo. (Sen&te-Hocse.) (*) 

293. n étant un nombre positif entier, prouver que 

l'on a e" "> — ^ — = (Sehatb-House. ) 



LIEU BIS mnvm des anglbs droits cirgonsciuts a 

L'ILLIPSB. 

SOLUTION oiOH^THIQOB; 

P*B M. G. FORCADE-PRUNET. 



Soient O le centre de l'ellipse, F et F' les foyers, 
A' MA un angle droit circonscrit , A et A' étant les points 
de conUcl; prolongeons le rayon vecteur F' A jusqu'en N, 
de manière qu'on ait AN ^ AF, et menons MN. 

MO étant une médiane, on a 

2 Mo' -(- 2 Ôf'= MF V MF''. 



(■) Nom quoporla, k lUniTeniio de Cambridge, l'ddiGce oit l'on hit 
lu oiamens pour roblantiondes grades. Le* qumtioua wilit pnbliéesdiDt 
UD jourqil auquel no» reroni dea emprunta. 
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D'après un théorème de M. Poncelci, 

angle Vhf' = AMF =; AMN 
(Géom. <leHM.BBiOTctBouQr(iT, a'ttl., p. it 

de sorte que 

angle F* MN = A' MA = go» ; 
donc 

Fn'= MF' +m = MF'V Hf'= 4o', 
où 2a est le grand axe; donc 
îMoVaOP =4a', MÔ=2a'— (a> — c') = a' + 

où c est l'excentricité: ainsi MO est constaal. c. ^. f 
Méine démonstration pour l'hyperbole; on trouve 



smt LIS contBBS planes a bouations tmnomrs et les 

SDRFACES A ÉQUATIONS TÉTRANOMES; 

D'AFits M. EUZET 
(Au boTsiu du Gjnie, à Toulon). 



En jnin i853, M. Euzet a publié, à Toulon, une 
feuille lithographiée , contenant plusieurs beaux théo- 
rèmes très-généraux , énoncés sans démonstraiions , at- 
tendu, dit Tauteur, qu'elles sont trop étendues pour un 
opuscule et trop élémentaires. Nous allons indiquer ces 
théorèmes, sans toutefois conserver l'ordre adopté par 
l'auteur, et y ajouter quelques démonstrations, qui sont, 
en etf«t, très-faciles. 

Ann.deMath^at., t. XIII. (Mai iS^.) 13 
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rûqualion d'une courbe à axe» quelconques; a, b, m, h 
sont des nombres donnés, entiers ou fractionnaires , po- 
sitifs ou négatifs. 

Soit encore l'équation dVnc droiie 

nt mu 

^ ^~ '' 

t et u sont des coordonnées courantes ;x études coordon- 
nées d'un point situé sur la courbe (i). Pour trouver l'é- 
quBiion de l'enveloppe de cette droite, on pose, comme 
on sait, les trois équations 

m' xit ■+■ n'x t ^mnxy, 

b'x'-hcf j- = arb'. 

C'est entre ces trois équations qu'il faut éliminer i et y, 
les deux premières équations linéaires en u et t donnent 



substituant les valeurs de x, ^ en t et h dans la troisième 
équation , on obtient 



c'est l'équation de l'enveloppe, et que l'auteur désigne 
sous le nom de.première conjuguée de )a courbe (i). 
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Cette àjualion a la même forme que t'éjuation (i) ; ett 

y opérant de la miime manière, on obtient la deuxième 

conjuguée de l'équation (i), et ainsi de suite. Pour avoir 

la conjuguée de l'ordre h, posons 

on obtient pour équation de cette conjuguée , 
iorsqae m = n ; cette équation devient 

c'est le premier théorème général de M. Euzet. 

Dans la supposition de m = n , si par un point de la 
courbe donnée on mène des parallèles aux axes , on ob- 
tient un parallélogramme; l'enveloppe de la diagonale 
qui part des axes est alors la première conjuguée: 

2. Soil x,, jr, un point pris sur la courbe 



et (,, Ui le point correspondant sur la première conju- 
guée; menons par ces deux points des tangentes aux 
courbes respectives. Soient T Taire formée par la première 
tangente et Ic^ axes ; T, l'aire formée par la seconde tan- 
i3. 
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geiue el les aies. On a 


la nslaUon 




"r=(ïy. 




3. Lehhb. 






/- 










rf*(fl +ft;c")'i 


»,.+»(,,+.)-*•- 




.J" 






.r'(.+b.r^' 


mvd 1 


-'^{a+bx')' 


{m» + B(«+B»)* ( 


faisons 


-Hf' 




on a 






i: 




t 



j «-^■it(o + *«■)■ 
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4. Soient 



S= j j-rfi, S,= f'ttdt, 
ou 

ou 

"''~ i+m' "'■" l-H»' 
faisons f = a, 2, , on a 

S, = «. r (/ï,(i— a7') ", 

or, d'après le lemme, 

Posons 
d'où 

et, d'après le lemme, 
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Faisant m = n 



et de là 



S, _. ■ f. + .,)(■ 4- a») [1 + 3/.) {i + i") , 

S-2M» + "){3 + 3n) .,...[(a-H(a*-.);,]' 

S est l'aire de la courbe donnée comprise entre les axes 
ei $1 l'aire analogue de la courbe coujuguée d'brdre k. 
C'est le deuxième théorème général de M. Euzel , en sup- 
posant m^ n et que les courbes rencontrent les axes. 

Exemples. — Faisons m = n = i ; la ligne donnée est 
une droite; la première conjuguée est une parabole ayant 
pour équation 



on s pour équation de la première conjuguée 
l'équation de la développée est 



(Sf-(S) 



-i' 
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d'où l'on déduit, pour l'aire de la developptk' , 



i. Troisième théorème général. Les axes étant rcclan- 
gulaïresclni = n, si l'on fait tourner autour de l'ua d'eux, 
comme charnière , le plan qui renferme la courbe (i) ainsi 
que sa ¥*"' conjuguée, en nonmiant V et V( les volumes 
reepeciifs engendrés par ces lignes, on trouve 



V,: 



(,+^)(, + a„)...(,-f.X«)(aH-«){a+aB]...(a+a*y. ) 
■(3+n}(3+a«) (3+3-tn)'* 

Démonstration. Au moyen des lemmes, on suppose 
n :^ n ; les courbes engendrent des cdnes. Si n = i , ou a 



S. Noos omettons le quatrième théorème, cas particu- 
lier du suivant. 

Cinquième théorème général. Soit 

l'équation d'une surface. 
Fai«ant 



la surface dérivée a pour équation , ôtaut les accents , 



(0-"-"=, 
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et, en représentant par V,, V,, les volumes respectifs 
compris entre ces surfaces et les plans coordonnés, el 
posant 

(,+v)(>+?-.')-. ■{'+*'«')=?.'. 

(,+«'')(,+ 2«l...(.+ r«-)=p^. 

■ W«") {N + uns'n") (H + 3««'n'',...[N + (* + *' + *") Wn"] = H, 



V, "" M 

L'auteur nous a adressé la démonslratiou fondée sur les 
formules connues pour les volumes. 

Note. Li»«queii = R' =r*, onalei Kurfacei éludiém par H. Lamé en 
1818, «Ion élève ingéniear des Mines, dans l'ouTrage intitulé : Eraneli 
ilet di/JéreMei mithei^i ea^}axéet pour ritouin let prtAttmet de giomiirie. 
Paris, ia-S de 114 pagea. Ouvrage triB-rare qui fait époque, étant le point 
de dt^Mirl dea méthodes mélaiDol'phiqaea aujourd'hui si eu Tt^ue. 



QUESTION 276-277 (Môbivs)- 



Pak h. FAURE, 
LieutcnanI d'Artillerie. 



Question 276. Trois points A, B, C éUnt liés de ma- 
nière àconserver toujours les mCmes angles, si trois forces 
appliquées en ces points sont en équilibre, il faui, outre 
les conditions ordinaires, que les trois points et le point 
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de rencontre des trois forces soient sur uoe même circon- 
férence. 

Soit M le point d'intersection des forces appliquées aux 
points A, B, Ci elles se feront équilibre en ce point, et 
l'une d'elles sera égale et directement opposée à la résul- 
tantedesdeux autres. Au lieu de supposer que le triangle 
ABC soit mobile , on peut le laisser fixe, mais cbanger la 
direction des forces j qupposous-Ktonc qu'elles viennent se 
faire équilibre autour d'un autre point M', il faudra né- 
cessairement que les angles en M' soient égaux à ceux 
placés en M, ce qui exige que les points M et M' soient 
SDr la circonférence circonscrite au triangle ABC. Réci- 
proquement, quelle que soit la position du point M sur 
cette circonférence, les forces qui y seront appliquées se 
feront équilibre, les forces rcslantles mêmes en intensité. 
Notre démonstration prouve aussi qu'en considérant une 
autre position A', B', -C' du triangle ABC, ainsi que trois 
forces A'M", B'M", CM", respectivement ^ales et paral- 
lèles AnxfSrces AM, BM, CM, elles se feront équilibre 
autour du point M". 

Quejtjbn277.Si plusieurs points sont mobiles dans un 
plan , de manière que la ligure qu'ils forment reste toujours 
semblable à elle-mâme, et si des forces qui agissent sur 
ces points sont en équilibre , l'équilibre subsistera toujours 
pour les autres positions que l'on peut donner aux points, 
pourvu que les forces conservent leur direction primitive. 

Supposons it forces dans le système; considérous-en 
deux appliquées en A et B, les n — 2 autres auront une 
résnilaute qui devra rencontrer en C les deux forces appli- 
quées en A et B. Au lieu de supposer nos points mobiles, 
on peut les laisser fixes, mais incliner toutes les forces 
d'une même quantité. Il arrivera alors que la résultante 
de nos n — 2 forces (qui reste la même pour la grandeur) 
sera aussi inclinée du mùme angle sur sa direction primi- 



edbyGoogle 



( a02 ) . 
tivo, de letlc sorte qu'elle doit aller rencontrer les forces 
appliquées en A et B en un nii^mc point situé sur la cir- 
conférence ABC. Donc alors elles se feront équilibre au- 
tour de ce ]>oint. Les mc^mes conchisions s'appliquent 
évidemment à des figures semblables aux précédcutcs. 



m^rm în (jacodi) 

Pau m. FAURE, 
Lifiutcnant d'ArtillGrlc. 



Désignons par S la longueur de l'un quelconque des 
axes de nos surfaces; la quantité— est racine d'une équa- 
tion de la forme 

S» — AS'-f-BS — C=;o. *• 

Les valeurs des coefiicienis de cette équation se trouvenl 
dan« tous les Traités élémentaires, il est donc inutile de 
les rapjieler ici. En cberbbant leurs valeurs pour la pre- 
mîère équation , on trouve : 

+ {a'by + (a"b)'+[ab')'i 
B=(b^){b''c)[(a^)ira')-i-(ba'-)[^b-)] 

-+-{*«')(*' <^)[(c«')(c'0 + ("*'){«' A"}] 

+ i<:b')ib'c'')[(eu"){^a') + (ba-'){a-b'')] 

+ ia'b"){c'a''}[[ac'){ba") + {ca'nab')](ab'){ba")(ca'){a^y, 

l b^[{ba-'){c'a'')~{ac"]ia'b-')]\' 
C=.\i-cb"[iba"){c'a-'y-(ac"]ia'b'')][. 

(-HA'c"[{«t')(rt.") -{ca'){ba")]1 

P«ur calculer les valeurs de ces mêmes quantités rela- 
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tivemcnt à la secoude équation , il suflit de remarquer que 
l'on passe de celle-ci à la première , en permutant les qaan- 
liliJs a', a", b, V, c, c' avec J, c, a\ c', a", tf respective- 
ment. Or il arrive que , par celte permutation , les valeurs 
de A,B, Cne changent pas; «lonc nos deux surfaces, qaî 
sont d' ailleurs évidemment des ellipsoïdus , ont les mâmes 
axes. 



RKUnON EEITRE LE VOLUME D'IiN TÉTRAtBRB ET LA NORIE 

BE SA SURFACE; 

D'après M. STLVESTER. 

( Ctiobriilg* and Oublia nuUiomatic»! Journal , mû t8&3. ) 



1. Notation: a, b, c, d, sommets du tétraèdre; 
ai, ac, ad, bcj bd, cd, six arètea du tétraèdre; 
V = volume du tétraèdre. 

On supprime partout les facteurs numérigiiesi ils n'ont 
aucune inQuence sur les raisonnements qui suivent : 

s=''"'''' ^=("«')"' ^=(''»'')"' ^=("'')'> 

I^ s norme tle F' + G' + H' + K' = norme de U surface 
du tétraèdre, 
a. - F =<4e)'+ («<)•+ (rf»)'-»(fci'(«()- 
— 2(«/)' [dày— 2(rf6)' {bey ; 
- C = (oe)' +(«()' + (*.)•— 3(oc)" (rf)' 

-U = (oi)'+{W)'+(*.)'-2(oS)'(M)' 

-2(fc()'(,/„).-a(rf.)'(»6)M 
-It=(oi)' + (»()> + (ra)'-a(<i*)'(S.^;' 

-2(fc)"(™)'-2(™)-(»«)'. 
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V* ^ détermiiiaDi. 

ba'. a . bc' . bit'. I J 

ca' . cA' . o . c(/' . I W le Tacteur supprimé est -77 J 

rf«'. rfi'. rfe'. o . t I 



H = 2F' — 4,2F'G + 6ïF'G' + 4ïF'GH— 40FGUK. 
£ désigne une fonclion symétrique; ainsi 
2 F' = F* + G' + H' + K', 

«t aiusidcs autres. 

N renferme 22 termes positifs et i3 négatifs; en tout, 
35 termes en F, G, ■ . ■ ■ Les Retires F, G, H, K renfermaot 
cWcune 6 termes, il s'ensuit queN contient 35. 6*^ 4^360 
termes, fonctions des carrés des arêtes. 

3. Lorsque les quatre sonimcts sont dans un même 
plan , on a évidemment 

mais cette expression est un facteur de N; donc N s'a- 
néantit dans cette supposition et aussi V ; par conséquent, 
y renferme, comme facteur, une puissance de V; mais N 
est une fonction rationnelle des carrés des arêtes, fonc- 
tion du huitième degré, et V* une fonction rationnelle de» 
mêmes carrés et du troisième degré : on a donc 

K = V'Q, 

et Q est une fonction rationnelle des mêmes carrés et du 
cinquième degré ; il s'agit de trouver Q. 

Lorsque deux arêtes opposées deviennent nulles, Q 
devient aussi nid ; en effet , supposons 
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alors 

-F=[(ir)'-{JiJ']', 

F— G — H+K = o. 

Ainsi N est nul ; maïs \' n'est pas nul , car V est alors 
six fois le déterminant. 

o . oac*. ad' . i, 



déterminant qui n'est pas nul , puisqu'on a le terme 

rtrf*. bc . cb' , I . I, 

el encore d'autres. 
Eâèctuant , on trouve 

a(ac». M' — arf' . be*)(ad' -\- bC — «' — W) ( •) 
{Son Nouvelles Jnnalcs, tome XI, page 3oi). 
Or 

H = V'Q; 

il faut donc qtte, dans cette hypothèse , Q s'annule. 

Ainsi , a , ^,y étant les arêtes partant d'un sommet , 
et a', P', y' les arêtes respect! vement opposées, chaque 
terme de Q doit renfermer, soit a ou a', soit ^ ou J3', 
soit y ou y'. 



(*) L« Toloma n'éUnt pti uni , il tant qae la distance dei deni arêtes 
oj^oséet ai, ed dnieniie inllDie. 
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Supposous, maintenant, 



i/K = i.bc', 

vTi= > («7/' — îrf'), 

yfG = i [l^' — Td'), 
F=: — be' — bd' — cfl' + %bé'.bd^ + 7.bcd'.cd*-^ ncd'.ed'. 

N est le produit de ce» huit facteurs : 

(±\/f-v'g + v^-+-\'k;)(±vÏ+v^— <Jâ+)/K) 

x(±VÏ + V^+V^-t-v'K)(±v'F + VG-l-v/H — ^/it). 

Les quatre premiers facteurs donnent, tODJours dans la 
supposition ab:=o, ac^o, 

[F+ (ire' ■+■ cd' — bd'f] [F+[|6c>— ed' + bd'f] 
= iB.bc^.bd'.cd'. 

Les quatre derniers facteurs donnent 

[F+(aflrf-— i(/'— c./'+fcc')'][F4-(2arf'— ftd'— crf'— ftc")'] 

_ r ad' — tid> [bd' + cd' +■ be']+ bc\bd^+ bd'.cd^ 

~'^[ ^cd'.bc' J 

[ad* — ad'{bd' + c</' — bc') -f- bd'.cd'']. 

Dans cette même hypothèse, V devient 



„ 


o .bc'.bd'. 


o 


eb\ o . cd^. 


rfn' 


dbKdc'. o . 
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(l«itcriniiiaui(.'gal à 

2 bt' [<!(/' — ad', [bit' + e<l' — il') + bd'. cd'] 

(Voir TioorcUcs Jnnaht, t. XI, p. 3o4). 

Ainsi , dans celte hjpoilièsc j Q = rr; ^"^ itkluil à 

,, i» _,.r ad' — ad' Ibd' -^ cd' -^ bé') -^ bc\ bit' -[ 

bc'. bd'. cd'\ ,,.,,,,. - l-i 

[_ + bd' . cd' ■¥ ai' . be* J 

le facteur supprimé csC 48*. 

Ce sont to^is les IcriDcs de Q qui ncrcnrcrmentnia^ni 
ac \ donc la somme de ,toua les termes qui ne cqntïenneut 
que les (rarrés de quatre arêtes est donnée par la fonction 
symétrique 



,i.,i.j, j,r oif — adUbd'+ed'.eb') "| 
\_-\-be'. bd' •+■ bd'. ed' -F cd'. bc'] 

il est évident qu'on peut changer beu c et c en b, b en d 
et fj en 6, c en d et d en c, de sorte que la fonction peut 
s'écrire 

[ab' -i- ac' -^ ad' "I 

— [ab'-i-ac'-had'){bd' + dc'+eb') I -, 
H- bc'. bd' + bd'.ed'-\-cd'. bc' J 

bc, bd, cdsonl les trois c&tés dn triangle bcd, ainsi il y 
a quatre expressions de cette forme. Il reste à trouver le 
coefficient uiunérique des six termes de la forme 

ab'.ac'.ad'.bc'.bd'. 

Soit > ce facteur numérique ^ supposons les six arête» 
du tétraèdre ^alcs chacune i l'unité ; Q aura pour valeur 

4{3 — 9+3) + 6ï=-i2-t-6l; 
les arêtes étant égales , il y aura quelques facteurs de N 
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égaux à zûi-o : mais V volume du lôlraèdre n'est pas nu) , 
donc Q est nul, et l'on a 

61— ia = o, d'où 1 = 2; 

ainsi la valeur complète de Q est (abstraction faîte du 
facteur numérique) 

[{ifa- -t- db- -t- t/c' "1 

— (rfa'+rft'+<7c')(«f + ir'+ m') 
+ ab'. ic'+ bc'.ea' + ea'. ab' J 

+ 22 ab'. bc'. eiP. da'. ac'. 

Le premier Z renferme quatre expressions de celte forme, 
et le second £ donne six. On peut n'admettre qu'un seul 
signe S , et alors 



q=iab'.bc\ 



[ila'+ rfft'+ rfC +■ da'. rf*'+ db\de'~l 
■+■ dc*.da' + ab^. le' + bc'.ea^ \ 

+ .a'..b' 



4. Nous avons vu que Q s'annule lorsque deux arêtes 
opposées ab, cd s'évanouissenij il en est de même lors- 
qu'on a simultanément 

ab = cd, bc c= ad, 

car alors les faces abc ^ acd, bdc =. bda : donc N s'é- 
vanouit, mais V conserve une valeur finie; ainsi Q de- 
vient nul (*). 

5. Soient Tj, T), r,,... , r, les rayons des huit sphères^ 

{*) H doit luasl devenir nul lorsqu'on ■ génôralemenl 

ahc + bdc =^ acd-\-bia. 

Loraqae ahc = aci, bcd= Ma, deux rayona derienncnt infinis. (Voir 
NouvelU$ Aimalei, t. VI, p. 3S7 , Catalar.) T>, 
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inscrites au tétraèdre; on a évidemment 

(3V)' 3'V' 

Donc, lorsque Q est nul, l'un au moins des rayons 
devient infini, et la sphère correspondante devient un 
plan. La propriété analogue n'a pas- Lien pour le triangle. 
Soient J', g, h les carrés des c6lés du triangle; A l'aire 
du triangle et V la norme de ± sffdz ^g±\/7t, P le 
produit des quatre rayons des cercles inscrits; on a 

PV = (2a')', V = f^'. = A', P=i6A'; 

ainsi P ne peut jamais devenir infini , à moins que A ne 
soit infini ; alors il n'y a plus de triangle. 

6. D'après la forme et la propriété de la fonction Qde 
caractériser, en s'annulant, une sphère infinie, l'illustre 
analyste conjecture que cette foncUou est un détermi- 
nant, «t qu'en désignant par Q' la fonction analogue 
pour le tétraèdre a' b' c' d', le produit QQ', et peut-être 
même v'QQ' est ime fonction des carrés des disUnces 
des sommets des tétraèdres , comme dans le théorème de 
M. Staudt {Nouvelles AnnaleSj tome XI, page 199). 

En considérant les six longueurs ab^ ac, ad, bc, bd, 
cd comme des quantités quelconques^ la divisibilité de N 
par V* constitue un beau théorème dans la morphologie 
analytique, qui doit à M. Sylvestcr tant de richesses, 
tant de précieuses découvertes. 
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somnoif Ds la ^amn sss 



P&iL M. MANNUEIH, 

Lieutenant d'AHillerie. 




Première partie. Supposons que Irois des UDgentes 
intérienrea se'coupent au même point O, je dis que les 
trois autres se coupent aussi en un mËme point. 

Soit B le point de rencontre des deux tangentes AB, 
BC. Du point B je mène au cercle b la taugente BD; il 
suffit de d^ontrer que cette droite^ est tangente an 
cercle a. 

Le quadrilatire OABC étant circonscrit au cercle e, 
on a 

OA + AB = OC + BC. 

Le quadrilatère OABC étant circonscrit au cercle 6, on a 

OC + CE = BD + OD. 
De ces deux égalités on déduit 

OA H- AB = BD + OD. 
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Le quadrilatère OABD est donc circonscriptible , et 

comme trois des côtés sont tangents i la même drconfé- 
reoce a, le quatrième côté BD doit aussi être tangent à 
cette même circonférence. c. q. r. d. 

Remarque. On peut considérer les points O, B comme 
foyers d'une ellipse qui passerait par les points D, C, A. 
Cette conique est tangente en ces points aux lignes des 
centrés des trois cerclea donnés. 

La deuxième et la troisième partie de la question se dé- 
montrent de même. 



GOmiTMN D'filHlILlBRI DU BOULB COIÎE SUR DSUX DROITES 
GWICMIRANTBS KT i6&LI«DIT MCUN&ES SUR IS PLAN 
MRfZONTAL-, 

P«« M. Hehu FLEURY. 



On sait qu'abstraction faite du frottement, un corps, 
soumis à la seule action de la pesanteur, ne saurait être 
en équilibre ni remonter sur un plan incliné; cependant 
on voit, dans quelques cabinets de physique, deux appa- 
reils présentant des phénomènes qui semblent contredire 
ce principe. Le premier eat un cylindre de bois qui , en 
roulant sur sa sur&ce convexe, remonte un plan incliné: 
le cylindre renferme une masse de plomb située près de 
cette surface. On comprend que le mouvement ascendant 
du corps sur le plan est dîi à la position du centre de gra- 
vité et au frottement. 

Le second appareil est un double cône qui roule en re- 
montant sur deux droites concourantes et paiement in- 
clinées sur le plan horizontal. Le double cône remonte sur 
ces droites en ce sens que les points où il s'appuie sur elles , 
>4- 
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s'élùvent pendant le mouvcmcnl : dans le fait, le corps 
descend cns'cngagcanl entre ces deux droites, qui servent 
à en diriger 1c mouvement, et auxquelles je donnerai, 
pour cela, le nom de rf/;wcïncej. 

Mais pour que le double cane présente ce phénomène 
paradoxal , il faut que l'angle des directrices cl leur incli- 
naison sur le plan horizontal soient pris de grandeur^eon- 
vcnable; car si, sans faire varier l'angle de ces droites, 
on augmente suffisamment leur inclinaison sur le plan 
horizontal, enverra le corps se mouvoir en sens contraire. 
Or, te mouvement pouvant avoirlieu dans l'un ou l'autre 
sens, suivant la grandeur de cette inclinaison, on com- 
prend que pour unccertaine valeur in terlnëdiaire, le corps 
restera en Âpiilibre sur tes deux directrices, et la ques- 
tion que je me propose ici consiste à trouver l'expression 
analytique de la condition de cet Ajuilibre entre les varia- 
bles dont il dépend. 

- 11 faut bien remarquer que le frottement n'entre pour 
rien dans l'équilibre dont nous nous occupons contrai- 
rement à ce qui a lieu pour tout équilibre d'un corps 
pesant sur un plan incliné ; ainsi , quoique les deux di- 
rectrices déierininent un plan incliné , le corps ne saurait 
être considéré comme posé sur ce plan , mais bien sur les 
deux plans tangents au cône conduits suivant ces droites. 
Le cas d'équilibre répondrait à celui où l'intersection de 
ces plans serait horizontale, et cette condition exprimée 
aualytiquement donnerait la formule cherchée. Mais on 
peut arriver au même résultat de bien des manières diflé- 
rentcs, et jo m'arrêterai aux deux suivantes : 

1°. D'abord je dis qu'il est nécessaire et suffisant pour 
l'équilibre, i|uc la verticale menée par le centre de gravité 
du corps, supposé homogène et placé symétriquement par 
rapport aux doux directrices, rencontre la droite qui joint 
les points de contact. Cette condition est i 
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puisque si la force qui représente le poids du corps m: 
rencoDtrait pas cette droite, clic ne pourrait pas s'y dé- 
truire entièreiuenl -, car deux points Gxcs, susceptibles 
d'une résistance indéfinie en tout sens , ne pouvant dé- 
truire une force qu'autant que celle-ci est dans un même 
plan avec eux, à pins'forte raison en est-il ainsi de nos 
points de contact, dont cbacun ne peut opposer qu'une 
résistance normale à la directrice correspondante. En se- 
cond lieu, cette condition est suffisante, puisqu'on re- 
connaît il priori qu'il y à toujours un cas d'équilibre pos- 
sible, et que cet équilibre ne saurait exister quand la 
rencontre n'a pas lieu. 




Je prendrai pour axe des « t'anc même du cône , pour 
axe des ;y le diamètre vertical de sa base , et poiu- axe des x 
le diamètre faorizontal de cette même base. Je reprcsen- 
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terai par m l'angle que fait l'axe du c6ne avec sa génën- 
trice, par et l'inclinaison du plan des directrices AB, AC 
sur le plan horizontal, et par S la moitié de l'angle des 
plans verticaux menés suivant ces droites. 

Cela posé , soient P {fig. t) un point quelconque de la 
surface du cbne, et F sa projection sur l'axe des 2. La 
génératrice SP faisant avec cet axe un angle qa« nous 
avons désigné par m, on a 

rP = SFUngni,' ou FP = (A — »} tangm, 

en appelant h la hauteur du c6ae; mais on a aussi 

donc 

X' -h j'' — {& — z)'Uiag'm. 

Cette reladon ayant liei\ pour un point quelconque de 
la surface du cdne, est l'équation même de cette saHace. 

Pour avoir l'équation du plan vertical ACH, M un de 
ses points, M' la projection de ce point sur Ja base du c6ne , 
et M'K perpendiculaire à l'inierseciion AD des deux 
plans verticaux. L'angle MKM' sera celtii que nous avons 
désigné par S , et l'on aura 

MM'=M'K.iaDgei 
nuis on a aussi 

UU' = z, -M'K. = / + «, 
en représentant par / la distance du centre à la verti- 
cale AD, donc 

s = {/-(.«) tang 6. 

Telle est l'équation du plan AH. 

Si l'on y joint celle du cAne*, elles r^réscnieroui simul- 
tanément leur commune intersection. 
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L'élimination de centre ces deux ^uations donne l'é- 
quation de ]a projection de cette courbe sur le plan de la 
base; on trouve ainsi 

(i) «'-Hj-'==laDg'n)(A»+tang'e(/ + *)'— aAUDg«(i + i) . 

Si l'on j fait x = o, on obtiendra pour y l'ordonnëe du 
point où l'ellipse que rej^n-ésente cette équation est ren- 
contrée par ta verticale menée du centre du corps. Cette 
valeur de j' est 

iangm(nabg6— A). 

La tangente men^ à cette (ellipse par le point 

{x = o, / = taiigni(;taiig6 — A)) 

fait précisémoit avec l'axe des x, ou avec le plan hori- 
zontal , l'angle que nous avons désigné par a. ; et l'on sait 
<pl'on obtient la tangente trigonomëtrique de l'angle 
que cette droite fait avec t'axe des x, en prenant la dé- 
rivée de jr par rapport à x Sans l'équation de la couibe, 
«t substituant aux coordonnées courantes celles du point 
de contact. Or l'équation (i) donne 

if/ lang' m tan g e(f tangC 4- JtangS — /t)-~x 

qui devient 

dy tang* iw tang 6 (f tang e — A) 
di^ taogmt/Unge — A) ' 
ou 

^ =:taogn> tang 6, 

quand on ; fait 

■c = Q et y = ungm (/rang 6 ~h); 



ta Google 



( »,6) 



a donc 



UDg s =x tang iH taog S. 

Telle est la relation très-simple qui exprime la condi- 
don nécessaire et suffisante entre les trois angles m, a et S, 
pour l'équilibre du douLle cône sur deux droites qui se 
rencontrent et qui font un même angle avec le plan hori- 
zontal . 




Au lieu de € , on pourrait donner le demi -angle b des 
deux directrices , et au lieu dé « , l'angle a que fait clia- 
cune d'elles avec le plan horizontal. 

Pour découvrir ce que devient alors la relation trouvée 
plus haut, soient AV [fig- a) l'intersection du plan des 
deux directrices avec le plan horizontal mené par leur 
point de rencontre; AR l' intersection de ce pl^ hori- 
zontal avec le plan verûcal conduit suivant la dîrec- . 
trice AC ; AS l'iulersection du même plan horizontal avec 
le plan vertical mené par la bissectrice AT de l'angle des 
deux directrices. Joignons ensuite , par des arcs de grands 
cercles, les points on ces droites percent la surface d'une 
sphère décrite du point A-, on aura 

CVR = a, CR = ff, Rs = e, cr = A, 
RV = - — e = 6', CV = - — 6 = ù'. 
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Maiotenant le triangle sphérîque CKV, rectangle en R , 

donne 

tant; a tant; it 

tang « = -r-V OH (ang a = — ^ : 

, cos fi' ■ o _ *'" * . 

COSrt ~ cosa ' 

. ,, «no , 5inn 

3in fi 1= -: ou cos fi ;= — : ■ 



De ces trois'^qnatîons et de tang a := tang m tang S , on 
déduit 



tang m 



lang a ^ tann o _ sin n _ sin a 

tang S sin 6 sin /i (ang fi 

Si l'angle m a une valeur supérieure à celle qui lui 

est assignée par cette formule, le double cône remontera 

sur les deux directrices en s'éloignant de leur point de 

* rencontre ; dans le cas contraire , il roulera en sens opposé. 

On peut d'ailleurs prouver que la relation 

tancn 

que nous venons d'établir, se rapporte bien au cas d'équi- 
libre.' En effet, si l'on cherche la disunce de l'axe du 
cbnc au plan horizontal conduit par le point de rencontre 
des deux directrices, on voit que, dans ce cas, elle est 
^ale à ta verticale IN {^g- i ) menée par le point de 
contact J, entre cet axe et l'hoiizontale Âlf. Or, 

IN = U + JN"= SI tang m +- AN , tang a ; 

d'autre part, on a 

OI = A — SI et ÛI = \N.sme, 
d'où 

A — SI = AN sin 6. 
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Reportanl ta valeur de SI tirée de cette dernière équation 
dans 

IN = SI lang m + AN tang a , 
on obtient 

IN := h tangm + Alf (tanga — sinS tang m), 
relation qui , à cause de 

^ MO s 

se réduit à • 

IN = A tangfn. 

La valeur de IN est donc consunte. Ainsi , toutes les fois 
que notre fonntile sera vériGée, la distance du centre de 
gravité du double cane au plan horizontal restera la méme^ 
quelque part qu'on'le place sur les directrices. H ne pourra . 
donc tendre à se mouvoir d'un c6lé plutôt que du cAté 
opposé 

2°. Ponr donner une seconde solution de la même 
question, je démontrerai d'abord que, pour l'équilibre, 
il est suffisant et nécessaire que le plan qui passe par le 
centre et les deux points de conUct soit vertical. En elTm , 
ce plan étant vertical , la force p , que je suppose repré- 
senter le poids du corps , y sera comprise. Si par les poînu 
de contact nous menons dans ce plan des perpendicu- 
laires aux génératrices correspondantes, elles seront ausn 
normales aux plans tangents conduits suivant les dircc- . 
triées, et, par conséquent, aux directrices elles-tnémcs, 
et, de plus , elles se rencontreront len un point de la di- 
rection de la force p. Cette force pourra donc se décom- 
poser en deux autr^, dirigées suivant ces normales et 
détruites par lès points de contact. Il est'donc établi qoe, 
pour l'équilibre, il suffit que le plan mené par le centre 
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du corps et les deux points où il s'appuie sur les dircc' 
trices, soit vertical. J'ajoute que cette condition est né- 
cessaire ; car si ce plan , au lieu d'être vertical , faisait 
un certain angle i avec la direction de la force p, cette 
force pourrait se décomposer en deux autres, l'une 
normale au plan et l'autre située dans ce plan : celle-ci 
pourrait être remplacée par deux forces qui iraient se 
détruire aux points de contact, comme il vient d'être 
expliqué plus haut; l'autre , dont la valeur serait p sin i, 
donnerait lieu A un couple qui ferait tourner le corps et 
aurait pour moment p {h — z) sin i Ung m, le x se rap- 
portant ici au point où la directrice touche le cane. 

Reprenons donc le cas où le plan est vertical : la direc- 
trice âC et la composante correspondante de la force p 
étant perpendiculaires entre elles, si l'on multiplie l'un 
par l'autre les cosinus que leurs directions font avec cha- 
ciu des axes des coordonnées, on obtiendra (rois produits 
dont la somme devra être nulle; mais on voit tont d'a- 
bord que le protjuit relatif à l'axe des x sera nul lui-tnème , 
puisque la direction de la composante est perpendiculaire 
Â cet axe. Les cosinus des angles que la directrice AC fait 
avec les deuxautres axes ont pour valenrs — sin a et sin &j 
ceux qui se rapportent à la composante de la force sont 
cos m et sin m: donc 



C'est la ration que nous avions déjà trouvée, par une 
autre voie, entre les trois angles m, aet b. 
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lEITBB K lïEWTON k UCBAU BHTTLRV, 
Sir les oiTTign i lire pMr c»|ireiJre In Priieipii. 



Le célèbre philologue Richard Bentley , esprit vigou- 
reux, voulut être en état de lire les Principia, et cou- 
sulta à cet effet l'illustre auteur, son ami et son collègue. 
C'était en 1691, quatre années après la première édi- 
tion (*). Bentley avait trente ans, et Nevrton quarante- 
neuf ans. La lettre, écrite en anglais, existe dans les ar- 
chives du collée de la Trinité. « Après les Éléments 
H d'Euclide, il faut apprendre les éléments des sections 
1) coniques. A cet effet , vous lirez , soit la première par- 
M tie des Elemeuta curvarum de Jean de Witt (**) , ou 
H le Traité récent des sections coniques de de la Hire, 
» ou l'Épitome d'Apollonius du D' Barrow. 

H Pour l'algèbre, lisez d'abord l'intt^duction de Bar- 
» tliolin , et ensuite parcourez les problèmes répandus çà 
11 et là dans les commentaires de la Géométrie de Des- 
1) cartesetautresécritsalgébriquesdeFrançoisSchooteui 



(*] La premlèro édition a paru van le milieu Ae VéXà de 1687. Deux 
BQDées *prèB, le i5 janrier iGSg, Newton fut élu un dea reprâMntiDU de 
ITInivenilë de Cambridge , au parlement dit CnovenliDn. A l'occuioa de 
cetla éditloa , LapUce dit : ■ t^t principei iit ifilime locial farait potét 
■ l'aTtHée iiiivAau,et Sevtonconcoural i Inr étailUscmeni, • {SXtlénic du 
Monde, page 373 , iSsj,) On lojtque ce n'esl pas l'année wik'aïuc. Ce ptr- 
lement, prorogé le 37 janvier i6go, rutdiuous la G février suivant. Newton 
fut réélu le 36 novembre 1 701 nu parlement diiaous lo 1 juillet i;Oi ; 
mais 11 échoua dam les élection! du 17 mai t7a5. La phrase de Laplacc, 
sapprimje dans les éditions failes sous le premier Empire, et o été miis 
au bosdelapaue 439 du tomoVI de l'édition nationale de i8/|6. 

(•■) Lo célèbre ponsionuaire. ( Voir CHisiSa , â/mrça hltlorifuc , p. 100, 
ElcmaUa liaterum canarum. Loydo , i65o. ) Co grand et honnête homme 
fui mauacrc par la populace , partout d'une ilupiditc féroce. 
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« je ne pense pas que vous devrez lire en entier tout ces 
11 commentaires, mais seulement les solutions des pro- 
M blêmes que vous rencontrerez par ci par là. Vous pou- 
» vez trouver reliés ensemble les Efementa curvarum de 
<i de Witt, l'introduciion deBartholin et les commen- 
n taires de Schooten. 

n Pour l'astronomie, lisez d'abord la courte exposi- 
tïon du système Gopemicien à la 6n de l'Astronomie de 
n Gassendi , et alors , en plus l'Astronomie de Mercator, 
n pour ce qui concerne le même système , et , dans l'Ap- 
>> pcndice, les nouvelles découvertes faites dans les cjeux 
n par le télescope. 

M Ceci suffit pour comprendre mon livre; mais si vous 
M pouvez vous procurer le Horologûan oscillatorium 
•a d'Huyghens, la lecture de cet ouvrage vous rendra 
» beaucoup mieux préparé. 

n A une première lecture de mon livre , c'est assez si 
» vouscomprenez les propositions avec quelques-unes des 
H démonstrations plus faciles que le reste. Lorsque vous 
» comprendrez les plus aisées, elles vous donneront accès 
•> aux plos difficiles. Lorsque vous aorez lu les soixante 
a premières pages, passez au III" livre, et quand vous 
» connaîtrez le plan de ce livre, vous pourrez revenir en 
n arrière sur les propositions que vous désirez connaître, 
n ou même lire le tout en ordre sî vous le jugez conve- 
n nable. » [Correspondence of str Isaac Neivton and 
profcssor Cotes, fy Edlestone. London, i85o.) 

Note. Il est tréit désirer qu'on ait nue triidaction do la Tia do Newton 
publiée par M. Hrewater. Un i^éomèlre distingad a demandé h rautenr 
l'autoriuition aujourd'bai nécewaire. Il n'a pas daigné répondre. Dam 
_nne collection inlitnlée RihlioOièiiae pour ttt deux lezn , on a publié nne 
traduction abr^cpc de cet oairBce, où les découTerlea de Newton sont 
inpprlméea. Une lello traduction rappelle le traduiiore tradilore des Ita- 
lieD*. C'eat peut-ttro le souTenir do rett« trahison qui hit que l'illintre 
physicien ne vent plus entendre parler de tradurtours , et qui explique 
un silènes qui ne Minblc pas l'aecorder utct In politesie d'un neialenun. 
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Sur les rayons solaires obscurs. 

Dans U correspondance de Newton et de Cotes , si sa- 
vamment publiée par M. Edlestone (*), on lit k la 
page 263* une lettre de Newton qui semble se rattacher à 
la théorie moderne des interférences et des rajons pure- 
ment calorifiques, etc. Un certain D' Joshua Maddock 
avait envoyé des spécimens d'une nouvelle branche d'op- 
tique roulant sur la considération des propriétés des nryons 
obscurs (dark rays). La réponse suivante de Newton 
montre qu'il attachait tme grande importance à ces con- 
sidérations : 

fir digrtùsime, specimina Sla optica, quœ pro huma- 
nitate tua ad me misisti, tantam in his rébus peritiam 
OStendant, ut non potsum çuia doleam incertudtnem 
principiorum quibus omnia innituntur. Etenim quœri 
potest, an sint in rerum natura radii tenebrosi, et, si 
iint, an radii illij secundum aliam Ivgem rejringi de- 
beant, quam radii lucis. Dejectu expenenti'ce , nescio 
prorsus quid de his principiis sentiendum sit. Neque hinc 
difficidlati toUendœ çuam tutetpse îndigistati facile ad- 
fuerit Tiberius ( **)» Atpositis ejusmodiradiis, unacum 
lege refractionis quam tu assumis, cœtera rectè se ha- 
bent; neçue propositiones tantum utiles sunt ac demon- 
strationesart^iosœ, sed, et quodmajus est, omnia nova 
proponis, quœ opticam, altéra suiparte, auctura sunt, 

{*)CoiTtipo*deiice 0/ lir Iiaûc NewIoM and yrofiuor Catei, eu., iyl.Ei- 
leMonefillewo/TriiùiycolIegeCsiiiiri^.'Lotidon,iêSo. [a-âdc3i6 pign. 

Od Ut une bubIju tréi-lmparU>le, Iris'iDftructlTe de MtaiiTT*(« d>B> 
ia Journal daSavaiiti^tKt). %ant AertU aiM une irandaladdiU et p«- 
reU de langage, il eel inoUle d'ajouter qu'elle tort de la plume de Hl- 
luitre dojen de l'Acad^ie dta Sciencea. 

(**) Sujloue dU que Tibère avait la facnllé de voir clair dana In t4nè- 
Ima,à petite dlilBoc*. 
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SI modo de/ectus experientiœ in stabiliendù principus 
aliquo demum modo suppleri possit. Intérim, quod me 
meditationum tuwum perquojn subtûiumparticipemjieri 

dignatus sis, gratias ago. F'alè. (Trin. Coll. Cant., 

feb. 7, 167 --j 

Ce dejectus experientiœ n'existe plus, et, dès 1679, 
NewtoQ a prévu les progrès actuels de cette nouvelle 
branche d'optique. Il serait du plus baut intérêt de re- 
trouver la lettre du D' Maddock. Une personne de ce nom 
a pris an degré universitaire au collège de Jésus en 1661. 



BACHELIER [ CKULfs-lAvis-Émnin ), 
ImpriiMDl'Ltlinire k P>rii. 

Poor amener asjmptotiquaoeot l'homme â U perfec- 
tion que jamais il n'atteindra complètement ici-bas, Dieu 
a dépoté dans le cœur un irrésistible aiguillon : le désir 
de vivre avec estime dans le souvenir des générations à 
TOiir. Là est le secret d'immenses travaux , de pénibles 
sacrifices, et, quelquefois, de sublimes abnégations. Âu- 
trefbu les traditions, les monuments, les inscriptions, 
les médailles , les manuscrits étaient les seuls moyens de 
satisfaire ce désir. Mais les traditions s'altèrent, s'aflai- 
bliasent, s'oublient; les inscriptions s'eOacent; les mé- 
dailles se rouillent, les manuscrits n'échappent pas k 
la dent corrosive du temps , et tous sont cin*onscrit3 dans 
des espaces assez restreints. Llmprimerie seule ne connaît 
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de limites ni dans la durée ni dans l'espace ; brave les 
injures dn temps , et prend pour horizon celui du monde. 
Depuis la découverte de Guttemberg , qui a fait de nou- 
veau planer l'esprit divin sur la face des choses, depuis 
quatre siècles l'esprit humain a fait plus de pn^rès que 
dans les cinquante siècles plus ou moins historiques qui 
les ont précédés (*). Aussi la reconnaissance n'a pas fait 
défaut à ces hommes généreux qui ont sacriBé des jour- 
nées et des veilles à nous transmettre les produits du 
génie avec pureté , correction , et portant le cachet d'uuc 
sévèreet régulière beauté. Tels étaient les Henri Estienne , 
les Elzevirs, les Vascosan, les Cramoisi, les Aides, les 
Juntes , les Bodoni , les Didot, etc. , noms environnés de 
respect et de considération. Tel était le fondateur de 
l'imprimerie mathématique, l'homme dont noiu allons 
esquisser la vie. 

Crarles-Locis-Etienbe BACHEXiER est né , en 1 777, 
d'une famille honnête, d'une condition modeste, dans 
la petite ville de Chàbli3-(Yqpne), de l'ancien Auzerrois. 
La jeunesse du jeune Boui^gnon ne présente de re< 
marquable qu'un penchant, très-prononcé et toujours 
croissant , pour les beaux livres , les belles impressions. 
Appelé sous les armes à l'âge requis par la loi , il fut 
incorporé dans le S""" régiment de dragons, mais il ne 
resta qu'une année an service, pour cause de myopie. Le 
congé porte qu'il servit avec honneur et probité. . 

Rentré dans !a vie civile, entraîné par sa passion do- 
minante, il embrassa avec ahleor la carrière de la librai- 
rie; se rendit, vers 1800, à Paris, et entra dans lali- 



(•) I.'oWl Bliilionnairc des race» iBiotiquM iUdI i l'abeence de l'impri- 
merie. Le) lirsélitet lisant encore, dam le temple, lo PenlaUoqDs dini 
des iDinutcriu. Quant ani Chinois, l'absence d'unn ëcrilurealpliabctiqiie 
oTMiionno une porte conaldcrable do Icmps ulérilcment employi^ â uno 
étude ilc/ormri. 
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brairie militaire de Magîmel (*) , qui a continué avec tant 
de saccés, et pendant si longtemps , l'ancienne maison de 
Jombeit. Génërenx et inielligenE, Magimel, appréciant 
bientôt les qualités de son apprenti , devint son ami et son 
protecteur. Il Taida d'abord k établir nne petite librai- 
rie, et ensuite lui facilita les moyens d'épouser, en i8o4) 
la fille de Courcier, éditeur de tant de chefs-d'œuvre 
maibématiqnes et fondateur d'une maison connue de tous 
les géomètres. De 1804 i 1821 , Bachelier ne fut qu'un 
libraire ordinaire, dans le sens commercial du mot. 
Ce n'est qu'à partir de i8ai , époque où il succéda à sa 
belle-mère , madame veuve Courcier, qu'on voit se dé- 
velopper chez lai cette activité passionnée , reproductrice 
de grandes oeuvres. Il ne recule devant aucun sacrifice 
poarpFopagerlesouvragesdeLagrange,Laplace, Monge, 
Lacroix, Délambre, Poisson, etc., ces illustrations du 
temps passé, et aussi les travaux des savants contem- 
porains , et pour éditer des vastes collections techniques, 
tellesqne Christian, Boi^nis, etc. Ayant acquis, en i833, 
l'ancienne imprïmeriede Courcier ( **) , il introduisit dans 
cette nouvelle profession un esprit de progrès et de per- 
fectionnement dont nous devons donner une idée. 

A part le génie, à part le style , d'une pureté , d'mu: lim- 
pidité si inimitables, Lagrange a introduit dans les sciences 
mathématiques ce qu'on peut appeler le bon goût. Il 
s'appliqua à économiser les symboles , k réduire au plus 
petit nombre les équations , les formules , à rendre les 
unes et les autres courtes , expressives , parlantes , mné- 
moniques. Tout cela s'adresse à l'intelligence, la récrée, 
Itii donne cootentement -, mais l'œil extérieur qu'il faut 
satisfaire aussi a d'autres exigences. II veut que les lettres , 

(*] SaecaiMur da Blonet, qui btrU Baccédt h JomlMrl. 
('") Succewaur do Duprit. 
Jm. dt MatUmai., t. XUI. (M>i >85i.) l5 



edbyGoogle 



( 2l6 ) 

les signes, les formules , âme de l'arithmétique univn- 
sctle, soient nettement dessinés, syraétriquemeat ar- 
rangés, dans et sur des lignes bien nivelées, convena- 
blement justiGées, distancées. Ce sont ces conditions 
matérielles, si importantes pour l'esprit, que Bachelier a 
sans cesse cherchées et enfin obtenues. Ces mèmesqualiléa, 
ces mêmes soins , se trouvent dans tontes ses publications 
périodiques : Comptes rendus des séances de l'Académie 
des Sciences, Journal de l'École Polytechnique, Jourrud 
de Mathématiques de M. Liouville, Nouvelles Annales 
de Mathématiques y Annales de Chimie et de Phy- 
sique, etc. 

Toutefois, il estjuste de dire qu'il aëtémerveillensement 
secondé par M. Bailleul (*),prote zélé avec discernement, 
actif avec ordre, comprenant tontes les manipulations, 
les surveillant avec conscience. C'est sous cette haHle 
direction que s'est formée une pépinière d'ouvriers adroits 
devenus typographes artistes , et qui ont donné à cette iiih 
primerie mathématique une réputation européenne. 

Bachelier obUnt, à l'Exposition nationale de t84g , la 
Médaille d' aident: il méritait mieux. Toutefois, la vraie 
, décoration n'est pas celle qui brille sur l'habit-, c'est celle 
qui est dessous. Ce sont les sentiments généreux, dans le 
sein de l'honnête homme, qui ornent pendant la vie, et 
encore outr^-tombe. Enfin, éprouvé cruellement par la 
perte d'une femme chérie, d'un fils unique, ancien 
élève de l'École Polytechnique, après un demi-siècle de 
labeurs et de soucis , Bachelier trouva le repos et sans 
doute la palme du juste, vers la fin dei85i, léguant à ses 
enfants un nom respecté , une maison, de haute répnu- 
tion et un digne successeur. 



■;*)"laTiaiteur, en i838,d'nn nooTena syilinie de/Kiii/warioa trte^gé- 
nicux elansccptible d'une pràctsion matfaémitique. 
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M. Mallet-Baclielier, songendre, quitte une posiUon 
honorable dsos la magislrature pour assumer une grave 
responsabilité conuuercîale , soutenir, conùnuer et amé- 
liorer encore un établissement dont la célébrité est im 
patrimoine de famille. Puisse le saccés couronner un 
dévouement filial si rare ! 

Je crois être l'oi^ane de tonslesgéomètresen exprimant 
ce vœu, vŒudereconnaissancepour le passé, d'espérance 
pour l'avenir. O. Tekqueh. 



MtmOBB H^AXOHPfllQCB PAR RAYORS VKCTniRS 
RtelPROOliES} 

D'AFmii H. JosBPB LIOUVILLE. 
(Joarnal de Mathématiques, toine XII, pigeSCS; 'S^^■ 



i . Problème. — Entre les six variablesx, y, z , x', y', a*, 
on a les bnit équations 

? = ,(«,/,.), K'^tW,y.^')i 

quelles formes faut-il donner aux quatre fonctions/, F, 
f , ip pour qu'on ait l'identité 

,,, 1 /••/■'■[(s-i')"+(«-»')' + (t-«')'l 

Solution. Soient x„ j",, 2« certaines valeun parlicu- 
• 5. 
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lièrcs de «', J-', s'i ridenlitë devient 

= (,-*.)' + (/ -r.)' + («-«.)'■ 

Les indices o indiquent ce que deviennent les fonctions 
par ces substitutions ; faisons 

e'-E.=(',' „'-,.=«', ;'-ï. = .', 



nous aorons 

Éliminant p et ;>' de ces équations et posant 



Donnons maintenant successivement â jf,,y,, z\ qnatre 
valeurs déterminées; conséquemment, à chacun de ces 
systèmes de valeurs correspondent des valetirs déur- 
mïnéesde x', y',^'j {', »', Ç'} t', u', f'; /i', r*. 

On a donc quatre équations du premier d^ré entre les 
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quatre inconnues 



on en dÀluit, par les formules de Cramer, 



A, B, C, D étant des quantités connues fonctioasdes qua- 
tre valeors pardculières de x, ,y, , z', et P, Q, R, S des 
fonctions entières et Unéaires de Xi,^i, Zi. 

Élevant les quatre premières de ces ëquaUons au carré 
et les ajoutant, on a 



^ V' + Q'+R' _ ■ 



l le dénominateur, et considérant que P, Q, R, 
S, r sont des fonctions entières de x^,y^, Zy-, ou voit 
qneP*-f- Q'-+-R' doitètre divisible par r'jmals le divi- 
dende et le diviseur étant de même degré , le quotient ne 
renferme plus de variables : représentant ce quotient par 
ta consunte m, on a 

P' + Q' + K' = ""■' = m (*| + ^ ; + ïî}- 
Faisons 

P = m(o*, -^-br. +«,), 

Nous ne mettons pas de constantes, parce que, en substî- 
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tuant ces valeurs de P, Q, B dans la dernière équation, 
la somme des carrés de ces constantes devrait être nulle; 
cette substitution donne les relations 

a' + a" + a"' = I , ab + a' b' + a" b" = o, 
A' +b''-hb"= i, be -i-b'e' + b'e" = o, 
c' -t- r^ 4- c"< = I , «I -h e- a' + c" 6" = o, 

équations qu'on rencontre dans le passage decoordonnées 
rectangulairesà d'autres coordonnées rectangulaires ; et ces 
relations, comme on sait, en eniralneni encore six autres. 

Rempraçant Xt ,^t , s, par leursvaleurs x — Xt,y — y,, ' 
z — 2(1 , on a 

P = «[o (x-X,) + b [y^y.)^c[2-l,)], 

Q = m[a' (*-*,) + *' (r-r.) +«'(•-».)]. 

R = <n K(* - X.) H- 6" (r -r.) + ^(» - «.) ]■ 



A+ ,= T, B + -ï,= U, C-l-- = V, 

et remplaçons t, u, v par | — {«, n — m», { — {» ; nous 
obtiendrons 



n reste à trouver ^^j or, 



(ï-5'}'4-{»-fl')- + {'.-<:')* 
_ (T—ry-^- (u — u')' + (V —V')' 
— (x' + u' + v)(r'-HU" + v"} * 

(T _r)'+ (U - U')' + (V - vy 

_ w.'t(P-PT + (Q-Q']' + (R-RT] . 
( p + Q' + R') (P" + Q" + R") ' 
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les relations entre les a, bj c donnent 



(p_p'). + (Q_Q').+ (a-RT 



"■^U■'-»')'-^(J■-/)^-^('-'')^l 

(?'+(?+ »■) (P"+ Q"+ »") (T'+ U"+V') (T' 4- II"+V")' 
en prenant donc 

.^ (P'4-Q' + K')(T' +U'+V) 
T m 

on obtient 

/•>" [ (î - ï')' + (" - V)' + (t - O'I 

Ainsi, on a satisfait à l'idenùtë, et te problème est résolu; 
mais on peat encore exprimer p, ç, n , ; en fonction ex- 
pUcite de x^y, z. 

Commençons par ^ : on a 

{P'4. Q' + B') (r H- U' +V') 

p.+ Qi + R> = (;e-*.)' + {7-r.)'+(*-*.)S 

(A<H-B<i' + Ca7+{A6 + Bt' + C*")' 

'+ (A« + B c* + Cfi" )' = A' + B' + C, 

3w[AP + BQH-CRl 

_ f {x-x,){ka ^■lia■+Ca") + (r-^.) (iA+B^'+Cft")! 

-=""L +(,_^)(Ac + Bc' + CÔ J 
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_ (Afl-t-Ba' + Ca') 
'' "* A' + B' + C* * 

(A*+B6'4-C*") 
•-^ A* + B'+C ' 



«/>. = {A- + B' + C')[(a^-,.)- + (j'+^0' + («-"'.)']i 
ainsi /> est exprimé explicitement en fonction quadraUqne 
de X, y, z, et l'on voit que p est proportionnel k la dis^ 
tance du point variable [x,y,z) aupointiIxe(jri,^,, s,). 
Passant aux fonctions g, r, ^, on a, en remplaçant 
T, U, V par leurs valeurs, 



A(P'-t-Q'+R')+mP 

= (A'+B'+C)(P'-t-Q'+R*) + am(AP4-BQ + CR) + ». 



"" A' + B' -t- C ^' 

OÙ X est une fonction linéaire eu x, jr, z. 
Posons 
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Aiosi, ^, n, ^ sont données explicitement en fonction li- 
néaire de X, y y z divisée par une fonction quadratique. 
On peut parvenir aux trois fonctions X, Y, Z d'une ma- 
nière simple. Si t'on suppose que l'une des variables 
X, r, z devienne infinie , alors— s'annule, et, dans ce 



l'identité derient, dans cette même hypothèse , 

( 5' -?)' + («'-«•)■ +(t'- V)' 
on, en 6t«tit les accents, 



/.'■(A' + B' + C) 



donc 



P' 



opérant sur cette équation , comme ci-dessus sur l'équa- 
tion analogue 

p. 4- Q' + R' = m {x' + j' -t- »'), 



X - « (x-x.) -)- M/ -/') •*- 7 (» - <•). 
Y = «' (X -x.) -H ?' (7 - j-O + / (î - '.). 
Z = «"(x-x,)+ p"(/-j'.} + 7"(»- î.)- 

Entre les « , P, 7 existent les mêmes relations que ci-dcssos 



edbyGoogle 



entre le& a, h,c; de plus , 



î-ï' = v3: 



Cette bellemanière de trouver les quatre formes/', F, f, if 
subsiste encore lorsqu'au lieu de trois vaiiables , qui suf- 
fisent aux applications géométriques, on en a un nombre 
quelconque. 

De inème qu'on a calculé |, n, ^ en fonction de 
■'^1^1 '«ou peut, inversement, calculer or,^, zen foncUon 
^^ Il ^9 ?■ Il suffit de faire 



et l'identjté (i) devient 

ainsi la forme deTidentitc n'est pas changée, et en suivant 
la même marche que ci-dessus, on eu déduira x, y, z o 
fonction de Ç , D , ^. 

Interprétationgéométrùfueirajronsvecteursréciproques- 

2. Considérons x, j', x comme les coordonnées rec- 
tan^aires d'on point m j et Ç , n , Ç comme les cooi^ 
données rectangulaires d'un point fx, l'origine et les axes 
étant les mêmes pour les deux points. Transportons l'ori- 
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gîne au point qui a pour cordonn^s :Ci,j^,, 



X = a« + Pj +7», Y= b'x + P'j- + 7'«. 
Z = a*j; + p''j' + 7'* ( voir ci-dessus ] i 

à rÙBon des relations qui subsistent eutre les o, j3, ^, on 
peut prendre ces quantités pour les cosinus des angles que 
font de nouveaux axes rectangulaires avec les anciens , et - 
X, Y, Z sont les coordonnées du point m relativement k 
ces nouveaux axes. Transportons ces axes parallèlement 
à eux-mêmes an point O dont les coordonnées sont 
Ç*, Tî«, ^*, noua aurons 



j== . •" , „= -^^ , S= -z^ , 

*"+ :r' + *' ar' — j' + z' ar' + j-> 4- s' 

(, », C x,^, zëtant les coordonnées de \t et de m, dans 
celte dernière position des axes ; on a aussi 



(;r> + ;.' + ,•){ 5' + „'+ V) = „-, 

prenant 

ridenUté (i) est satisfaite. 

De là on conclut que : i" les trois points O , m, fx sont 
ea ligne droite; 3° Om. Ofx = n*. 

Les points n, fxsontdiu^oihu réciprotjues, et les rayons 
Om, 0(x, rayons vecteurs réciproques. Ainsi , la géométrie 
SDffitpourrésoadreleproblème(l), pourvu que le nombre 
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(le variables ne dépasse pas trois ; mais, comme doiu avons 
dit , la belle analyse de M. Liouville s'élead à un nombre 
quelconque de variables: l'identité (i) peut s'écrire 



A' = ( t: - S')' + (« - «')' -.-(;- os ■ 

A est la distance de deux points M, M', D la diaiance de* 
deux points réciproques fi, jx'i p et p' sont les rayons 
vecteurs OfA, Oja'. 

Étant donnée l'équation polaire d'une surface ou d'une 
ligne , on trouve la surface ou la ligne réciproque en 

remplaçant le rayon vecteor p par —, où K. est une con- 
stante donnée, et l'équation 

ipf/=D 

transporte les relations métriques de la première surface 
on ligne à la surface ou à la ligne réciproque. 

Prenons un triangle infinitésimal M W M"; dans le 
triangle infinitésimal réciproque fi /i' fi", les trois rayons 
vecteurs Ofi, Ofi', Ofi" sont différentiellement ^aux; 
on a donc 



Ainsi , les deux triangles sont semblables , et , par consé- 
quent, éqoiangtes. De sorte que, si deux lignes se coupent 
tous un certain «ngle, les lignes réciproques se coupent 
sous le même angle. 
3. {*) SoientunesoHacealgébriqueSdedegrénjMun 

(') Co qui ïuil n'eal pas diiu le Mémoire cité. 
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poinideceuesorface^O l'originedescoordoniiëcsquenoua 
■upposons rectangulaires. Prenant sur le rayon vecteur 
OM , dans le sens deOM, une longueur Of/ telle, que l'on 
ait OM.Ofi=^ K* ^ constante , le lieu du point ^ est 
la surface £, réciproque deS;Sest, généralement parlant, 
de degré an, tandis que S , réciproque deS, n'est qne de 
degré n. Lorsque le pôle O est sur la surface S, le point 
correspondant dans 2 est k l'infini , les termes de degré 
an disparaissent dans S qui n'est pins que du degré 
an — I ; autant une surface Sade nappes infinies, autant 
la réciproque a de nappes qui passent par le pôle, et au- 
tant une ligne a de branches infinies , autant la réciproque 
a de branches qui passent par le p61e ; à chaque valeiir 
de K* correspond ube surface S. Toutes ces surfaces sont 
éridemment homotkèies, et, par conséquent, les plans 
tangents k ces surfaces menés par des points fltués sur 
le même rayon, sont parallèles. Pour K* = o, la surface 
S se transporte iTinfini, et pour K* = eo , lasurfaceSse 
rédnitaupiUe O. Eu prenantK* u^aùvement, les surfaces 
S sont les symétriques relativement au pAle de celle* qlki 
répondent k K' pris positivement. 

4. Prenons pour Sune sphère et pour K* la puissance 
du p61e O relatirement à cette sphère -, il est évident que 
le point fx réciproque à M est sur la même Sphère S, donc 11 
surface £ se confond arec S : les plans tangents eu M et ^ 
sont également Inclinés sur le rayon vecteur O fx M , mais en 
sens mverse; ils sont antiparallèles relativement k ce 
rayon. Faisant varier K*, les diverses surfaces £ étant 
homothètes mut toujours des sphères. Si le pôle O est sur 
la sphère S, le degré de S est diminué d'une unité et de- 
vient un plan perpendiculaire au rayon de la sphère S 
qui passe par O. 

Soit K* égal à la puissance du point O relativement 
à la sphère S; prenons sur cette sphère S trois points 
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M, M', M", et leurs réciproques (*,f*', fi" : les quatre 
points M, M', (X, jx' sont sur un même petit cercle; les 
quatre points M, M", fx, ft" sont sur un autre petit cercle; 
l'angle M' M M", formé par les arcs MM', MM", est évi- 
demment égal à t'angle ft-'f-t^i ci à cause des propriétés 
homoibétiques , ceci a également lieu pour des valeurs 
quelconques de K. 

5. Deux sphères S , 5 se coupant suivant un petitcerde, 
les sphères réciproques S, o se coupent aussi suivant un 
petit cercle , réciproque du premier ; donc la ligne réci- 
proque d'un cercle est un cercle, et l'angle suivant lequel 
se coupent les sphères £, aest égal à l'an'gle suivant lequel 
se coupent les sphères S, s: c'est une conséquence de 
Vantiparallélisme (4). Les cercles réciproques forment 
le même angle que les cercles directs -, de lit découlent les 
propriétés de la projection stéréographique. 

6. Soient M un point commun à deux surfaces quel- 
conques S , I , fx le point correspondant dans les surfaces 
réciproques £, ?; au point [i les deux surfaces 2, s se 
coupent suivant le même angle que les surfaces S, j au 
point M : cela devient évident en plaçant une sphère tou- 
chant la surface S, et une autre sphère touchant la sur- 
face s aumème point M; De même, si S, 5 représententdes 
lignes quelconques. 

7. Il suit du paragraphe précédent, qu'un système de 
surfaces éUnt coupé par une surface trajectrice, partout 
sous le même angle , la réciproque de la surface irajec- 
trice sera trajectrice du système réciproque ; lorsque 
l'angle est nul, la surface trajectrice devient une enve- 
loppe ; de même pour des lignes. De là découlent de nom- 
breuses, curieuses et importantes conséquences sur les 
lignes loxodromiques , de courbure, etc. C'est ainsi que 
l'on transforme un polygone rectiligne plan en un poly- 
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gone circulaire plan, où la somme des angles ne dépend 
que du nombre des càté» (théorème de M. Miquel). 

8. Supposons dans un même plan une droite et un 
cercle, le centre du cercle étant pris pour pôle et son 
rayon pour la constante R, la réciproque de la droite 
est un second cercle , image de la droite dans le premier 
cercle cousidéré comme ligne réfléchissante j et la droite 
est aussi l'image du second cercle par rapport k cette li- 
gue miroitante. C'est .cette propriété optique qui a porté 
an géomètre éminent, M. William Thomson (^), à dési- 
gner ce système métamorphique sous le nom de principe 
des images {^Journal de Mathématiques, tome X, p. 364) i 
depuis , M. Liouville a généralisé ce principe et l'a dési- 
gné sons le nom de rayons vecteurs réciproques , qui ca- 
ractérise la condition géométrique. 

9. M. William Roberts a fait voir que, pourles courbes • 
planes, la similitude des triangles infinitésimaux subsiste 
encore pour des transformations autres que celles qui sont 
fondées sur le principe des images ( Journal de Mathéma- 
tiques, tome X, page 209; 1848). Étant donnée Téquation 
polaire d'unecourbe plane en r et (d; remplaçant r^>ar R" 
eiuparnu, oùrestun nombre quelconque positif ou né- 
gatif,réel on imaginaire, on a 



la courbe avec le rayon vecteur ; donc , etc. 

A l'aide de ce principe si simple, l'ingénieux profes- 
seur démontre avec une extrême facilité une foule de pro- 

(') Depuis iB^6 , rédacteur de l'eicellcnt re«neil CamhriJge and Dublin 
Uaihettatical Joiàinal, Le formnt in-S ne BDmble pas commode pour d«s 
ouvrafies destinés h renfermer de longucB formulrs, des cbIcuIi étendus. 
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priétés. Cilons-en deux. L'auteur nomme tangente hyper- 
bolique à une conique, tine hyperbole iejuitatère, tan- 
gente à ia conique eu un point et concentrique k la co- 
nique. Cette définition admise , on a ce théorème : 

ThéObèKe. Étant données deux ellipses homofocahs; 
si, par un point de l'ellipse extérieure, on mène deux 
tangentes hyperboliques à VelUpse intérieure, ces tan- 
gentes sont également inclinées sur l'ellipse extérieure. 
Mhne théorème pour des tangentes rectilignes. 

Thêorèke. Le lieu du sommet d'un point dont le pro- 
dtdtdes distances aux n sommets d^un polygone régulier 
est constant , est représenté , comme on sait, par l'équa- 
tion polaire 

r" — îa^r*coa/ità-i-a"^b" {'). 
a est la distance dn cercle circonscrit et i nn paramèire 
variable; les trajectoires orthogonales sont données par 
l'équation 

r" coï /i {m — 9) ;:: o" cos n fl , 

OÙ esl on paramètre variable. C'est le lieu d'un point 
tel que le produit de ses dislances aux n sommets d'un 
pol3rgoDe régulier est ^al A la n'*™ puissance de la dis- 
tance de ce point au centre du polygone r^ulier. Voir 
aussi plusieurs beaux résultats du même géomètre (Nou- 
cs//ej ^nna/eJ, tome IX, pages II, 14^) i8a,3o9,3ai, 
et tome XI , page i8a.) 

9. Tfous joignons ici, comme exercice de calcul infini- 
tésimal , quelques résultats donnés dans le Mémoire de 
M. Thomson, et qu'on rencontre fréquemment dans la 
théorie attracUonnelle et dans celle des fluides im- 
poadérés. 

(•) NomtUtt Anmiles, VtnniOli, l. VI, p. gi. 
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Supposons U = (I, n, ^); les crochets désignant une 
fonction des variables qu'ils renferment , on a donc aussi 

^«. J^ Malhni,«l., t. Xlll. (JuilIOl iSâ^J là 
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[Journal de Matlté 


latiques, lome XI 


, page 290.) 



Les cocfficicuts difTërcntiels expriment ici des dilTéreiices 
partielles. 

3°. CherchoDS à iranafonùer-r— ■ + -r- + -rr- en dif- 
d^' lin' rfC 

fërcQces parlielles relatives aux variables x, y, z. Difle- 

rentiani la première des trois équations ei-dessus par rap- 

port à {, et n'ayant égard qu'aux U, on a 



^[(^• + .'-x')'+4r'^ + 4»'''l = 


donc , pour les trois équations 




.WU , rf'D 


^m 


Ayons maintenant égard aux x 


y,'- 


Ne prenant que ce qui multiplie - i on a 




d..r d.„ 
d, di 
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cfTecluaut, et considérant que 

dx dz dy dx 

Tx,~d%" di~T^" 



on trouve 



, rfU dp rfU 

rfr ' dx dx 



^'^ dy dy'' ~^^~di'ds' 

Les coefficients des autres différences partielles (elles que 
d'V d'V , , „ , , 

^— j-t ^— j-i etc., sannulent, etl on a pour transformée 






rd*v d'v /pv] 



i/jr' ~^ dz.' ~ ' \dx ilx dy dy dt dt f 



d'q d'i d'q _ 



edbyGoogle 



( M4 ) 

comme ou a vu ci-dessus: donc 



d'V tl'V d'U 

<'/>-' U . /'/)"■ U d'p— 






(^Journal de Mathématiques , tome XII, page 389.) 

Pour la méthode générale de ces transformations, il faut 
étudier le beau M^-moire de M.. Liouville sur les équations 
delà Dynamique (tome XIV, page a68 ; 1849)- 

-i. Lorsque le paramètre K' (page ^37) devient égal à 
-<-l, on a les surfaces que M. Â. Bravais nomme inverses 
[Journal de Mathématiques , tomeXIV, page 137; 1849) 
et sur lesquelles il donne des théorèmes qu'il suffit d'é- 
noncer. 

Théobèhe I. Lorsque te pôle de symétrie de la surface 
fixe P se déplace, la surface inverse p se change en un 
nouvel inverse p' et Von peut toujours transporter p sur 
p' par un mouvement de translation commun à tçus les 
points de la surface p. 

Théorème II. Si l'onfaà tourner de deux angles droits 
la surface p inverse de V autour d^ une droite passant pai- 
le pôle de symétrie C, la surf ace p' ainsi obtenue sera la 
symétrique de V par rapport au plan mené par C norma- 
lement à l'axe de rotation. 

M. Bravais ue considère que des polyèdres. Du reste, ces 
théorèmes ont aussi occupé Jacobi. (Cbelle, tome XV, 
page 309; i836.) 

Lorsqu'une surface' se confond avec son inverse, le pôle 
de symétrie prend le nom de centre de Ggure de la sur- 
face. 

5. L'équation de la podaire d'une ligne plane donnée 
de degré n est de degré an; et lorsque le point est sur h 
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courbe, la i-écipioquc de celle podaiie cat de degré an — a ; 
dsRSUDe conique, la réciproque de la podaire du centre 
est encore une conique j de mÊine |>our les surfaces du 
second ordre. 

6. Soient trois cercles A, B, C situés sur un même 
plan ou sur une même sphère ; P un point commun aux 
deux cercles A et B. Prenons ce point pour p6le et fai- 
sons K' ^a1 à \a puissance de P par rapport au cercle C; 
les réciproques des cercles A et B sont deux droites 
(page 237) , et le cercle C se confond avec sa réciproque. 
Menons un cercle tangent aux deux droites et au cercle C-, 
ta réciproque de ce cercle, conservant toujours le même 
point P et la même valeur K' , sera un cercle tangent aux 
trois cercles A , B , C . 

En augmentant les trois rayons des trois cercles de la 
même longueur sans changer les centres,on peut toujours 
faire que deux cercles se coupent. Le centre du cercle 
touchant les trois ue changera pas. Ainsi le problème de 
Viète est ramené à celui d'un cercle touchant deux droites 
et un cercle, et le problème de Fermât à celui d'une 
sphère touchant trois plans et une sphère. 



tlfiMÈMlS D'EISENSTEIN SUR LES SfiRIES QUI SONT LBS 

DÉVELOPPEMENTS DE FONCTIONS ALGEBRIQUES^ 

DÉMOKn^ PAft M. HEINE, 

pTofeueur a Bonn. 



ildeM. Crclle, (. XLV, p. aSS; iSS3.) 



1. Lemme. g et /i étant deux nombres donnés, pre- 
miers etitre eux, p un nombre premier iomié , n un 
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nombre eniù>r donné , les racines de la congruence 

ff — ** = (/»■). 
sonl comprises entre o et p° — i ; ^°, ip" — i ; ap", 
3/J" — r, etc. 

Observation. Le point Leibnitzîen placé sur une lettre 
indique un multiple. 

2. Lemme. m ^tant un nombre entier, m! nn produit 
continuel et p Un nombre premier, faisons 

m = a,-ha,p + a,p'+a,p' + ...-i-a,p', 
les a sont des nombres positifs tous moindres que p ei 
pouvant être nuls ; posons 



<!,= *,; 
et faisons 

A, ■+■ A,p + A.;j' + . . . + A„, p'-' + Krp^' = B, 
alors B est la plus haute puissance de p qui divise le pro- 
duit continuel m! (Lbgendhb, Théorie des nombres, 
tomel, page lo.) 

Observation. W est évident que a« , a, , fij,etc. , sont 
les chiffres avec lesquels on écrirait le nombre m dans le 
système de numération dont la base est p. 

3. Lemme. g et h étant deux nombres premiers entre 
eux; m un nombre entier ; si l'on sîmplilie , autant que 
possible, le coefficient binomial 

g{g-à)lg-^h)...[ g~{m-,)A] ^ 

le dénominateur de la fraction ainsi simplifiée ne renferme 
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plus a.ucuu facicur premier non tiifùvur île h, mais uiii- 
quement des diviseurs de h. 

Démonstration. Si m ! renfei-me avantla simplification 
un diviseur de h, il ne peut s'en aller par cette opération , 
car, g et h étant premiers entre eux, un tel diviseur ne 
peut diviser aucun facteur du numérateur. Soit donn p 
un nombre premier non tîiyiseur de h, et supposons que 
p' se trouve au dénominateur comme facteur. Partageons 
le numérateur en groupes, renfermant chacun p" fac- 
teurs successifs. Dans le dernier groupe, il pourra se 
trouver moins de p" facteurs. Chaque groupe (le der- 
nier excepté), renfermera un nombre divisible par p" 
(lemmel)^ soitj le nombrede ces groupes. Le numérateur 
est donc divisible par p"' ou bien par /?"+" si le dernier 
{^upe renferme ainsi un nombre divisible par /;" ; opé- 
rant de même sur le dénominateur; le premier groupe est 
I, 2, 3,..., p' et le deuxième p" -H i, p" + a,, . ., 
p" -I- ap", etc., le dernier groupe, s'il est incomplet, ne 
peut pas renfermer un diviseur de p* ; donc , après les 
simplifications, le numérateur renferme au plus p" comme 
facteuret le dénominateur aucun facteur divisible par p". 



4. Théobème. Dans le développement de {i -^ je)* , 

suivant les puissances croissantes de x, g et h étant des 
nombres premiers entre eux, les dénominateurs des 
coefficients, simplification faite, ne contiennent que des 
fadeurs diviseurs de h. 

Démonstration. C'est une conséquence du lemme 

précédent: le coefficient.binoniial atiectel y } ■ 

Observation. ^ peut étrr ni'g.llif; la conclusion reste 
la même. 
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5. TuiOKÈME. aa, Sj, «tv) "» ^'^"' ^^cs tiombrcs 

rationnels i sil'on développe suivant les puissances crois- 

g 
santés de x l'expression {a^ 4- aiX + afX*... a„j:")', 

oà gel h sont des nombres premiers entre eux , chaque 
coefficient simplifié est le quotient de deux nombres en- 
tiers ; le dénominateur est un produit forrnè par des puis- 
sances de h, des puissances des dénominateurs de a, , 
<ii)-->) o». et des puissances des numérateurs de a^. 
Démonstration . 

9 
(a, + a,n-<i,x' + ... + «.*■)* 

^ ' \_ a, a, "< J 

Chaque coefficieni renferme i i° les coefficients Ihdo- 
miaas ; a" des puissances positives de u, , a,,.. . , a„ ; 3° det 
puissances négatives de a^; donc, etc. 

Observation. Les dénominateurs renferment donc des 
puissances d'un nombre limité de certains nombres en- 
tiers. Il est donc toujours possible de remplacer x par un 
multiple hx tel, que tous les coefficients deviennent des 
nombres entiers. 

6. Tbéobxiib. Si itne fonction algébrique d'une va- 
riable X peut se développer suivant les puissances crois- 
santes de cette variable ^ alors les coefficients étant sim- 
plifiés peuvent être représentés par des fractions dont 
les dénominateurs sont des produits de puissance d'un 
nombre limité de nombres entiers. 

Démonstration. L'addition, la soustraction et la mul- 
tiplication de deux séries ou de deux fonctions entières 
n'introduisent pas de nouveaux nombres premiers dans 
les dénominatears; l'élévation à une puissance positive on 
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négative d'une fonction ordonnée suivant les puissances 
de X n'introduit dans les dénominateurs qu'un nombre 
limité de oombrcs premiers (5) ; or toute fonction algé- 
brique d'une vsiîable x est le résultat d'un certain nom- 
bre desdites opérations; donc, etc. 

Observation, On ne parle pas de la division , car elle 
équivaut k l'élévation i la puissance — i . 

IBRATIONNELS. 

7. Définitions. Un nombre irrationnel résulte des 
quatre opérations et de l'élévation à des puissances frac- 
tionnaires positives, faîtes sur des nombres rationnels 
entiers. 

Nous appelons irrationnel entier, lorsque la division 
n'est pas indiquée. Exemple : 

\3 -i- ^ est un irrationnel entier. 

Observation, Un nombre irrationnel quelconque peut 
se ramener à la forme d'une fraction dont les deux termes 
sont des irrationnels entiers. Exemple : 



vwi= 






^yS — ^ est le numérateur enùer et ^3 le dénomina- 
teur entier. Un irrationnel entier est dit divisible par un 
deuxième irrationnel entier lorsqu'il existe un troisième 
irrationnel entier qui, multiplié par le deuxième, repro- 
duise le premier. 

Observation. Lorsqu'on élève un nombre irrationnel 
entier à une puissance positive, le résultat est im irra- 
tionnel entier ; de même lorsqu'on combine deux irra- 
tionnels entiers par voie d'addition , soustraction et mul- 
tiplication. 
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8. Ces définitions aJmiacs, le tli«-orùiae 6 subsislc 
même lorsque les a 6ont des Dombres irrationnels entiers. 
Toutefois, il faut encore démontrer queloraque, par corn- 
binaisons de quatre opératioas, on obtient des irrstiou- 
nelsqui, en se simplifiant, deviennent rationnels, ces 
simplificatioDS n'amènent pas aun dénominateurs des fac-_ 
teurs premiers en nombre iUùnàê. M. Heine donne cette 
démonstration qui repose sur la classification abélienne 
des irrationnels ; classiâcation trop peu connue pour que 
nous puissions donner cette belle démonstration (*). 

ÉQUATIONS ALOËBniQUES. 



■ /(».r)=o 

une équation algébrique en ;r, j* ; si les coefficients sont 
irrationnels, on peut toujours la ramener à une autre 
équation où les coefficients sont rationnels et entiers. L'é- 
quation peut alors se mettre sous la forme 

{.) f{x, x) = A.j^+ A, x'-+ ■ • ■ + A-' J + A, = o, 

les A sont des fonctions entières à coefficients entiers de 
X; soienin^, a|,...,a„les valeurs de ces diverses fonctions 
A en y faisant x ^ o, valeurs qui sont des nombres en- 
tiers , ainsi : 

(2) /(o,j-) = <i.^+a, r-'-i-fl,j— =.. fl._,r + «« 

l'équation (i) résolue par rapport à y, donne m racines, 
chacune fonction <le x; supposons qu'une de ces racines, 
qucnous désignons par yi , puisse se développer suivant des 
puissances croissantes de x, à coefficients rationnels, de 

{•) On troiivcr.1 mtc daMifiMIion dans In nouvelle cdilion île VAIgthr 
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sorte que 

(3) y,= c,-^c.j:-t-c,x'-^...-^-c,x» + ..., 

les c sont des nombres rationnels en nombre infini . 

10, TnéoRÈHE. Les dénominateurs des nombres c^, 
Ci, etc., ne renferment qu'un nombre limité de diviseurs 
premiers. 

Démonstration. Faisons 

X = o, 
nous aurons 

^1 = '.; 
donc, d'après l'équation (s), 

(4) /(j-.iO) = o.c"-+-a,c'^' + . ,. +a, = o. 
Sabsiiluant la valeur de j', dans l'équation (i), on a 

/(x,x.) = A,(e, + c,x+...-i-c„x''+...)- \ 



comme c'est une identité, les coeIScientsdcs puissances de 
X doivent s'anéantir. Supposons n plus grand que le de- 
gré de X dans Â„ ; alors le coefficient de x" renferme deux 
parties : 



4-< 



i" partie, 

car A. ne fournit rien; 

a' partie. Les termes fournis par les divers A combi- 
nes avec les c depuis c„ jusqu'à <;„_i. 
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Sapposons que le nombre premier p paraisse pour la 
première fois dans le dénominateur de c„ ; la somme des 
deux parties devant être nulle, la deuxième partie ne peut 
pasrenfermery[>audéiiominateur, car elle ne contient pas 
dec„j il s'ensmt que/idoit aussi disparaître dans la pre- 
mière partie , donc p doit diviser 



Or cette expression est la dérivée de l'équation {4)- Si 
donc celte équation n'a pas de racines égales , la dérivée 
n'est pas nulle et aune valeur finie; donc tous les fac- 
teurs premiers qu'on rencontre dans les dénominateurs 
à partir de c„, divisent une même expression finie. Us 
sont donc en nombre /imité. Il faut y joindre les divi- 
seurs qui sont fournis par tes dénominateurs qui précé- 
dent c„ et qui sont évidemment en nombre limité; donc 
les déuominateurs en nombre infini Cg, c^, etc., étant 
simplifiés, nereufermentqu'un nombre limité de facteurs 
premiers. c. Q. F. o. 

Eiseustein dit que, lorsque Téqualion (4) a des racines 
égales, le développement en séries suivantdes puissances 
croissantes de x est impossible. M. Heine fait voir que 
cette assertion n'est pas exacte et que le théorème subsiste 
encore lorsque l' équation (4) a des racines égales, 

11. n s'ensuit que toute série ordonnée suivant les 
puissancescroissantes de X qui renferme dans les dénomi- 
nateurs un nombre indt'fini de facteurs premiers , ne sau- 
rait être ni le développement d'une fonction algébrique, 
ni môme la racine d'une équation algébrique; or, logx, 
arc tang :i:, sin x, e', etc., se développent en séries, où 
les déuominateurs renferment un nombre illimité de fac- 
teurs premiers ; donc ces fonctions ne sont ni algébriques . 
ni racines d'une fonction algébrique. 
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Remarque. Uiiemortprématuréea empêché Eisensieiii 
iledoDDerla démons traiîon de ceslmportaots théorèmes, 
snrtoat en ce qui concerne les équations. 



RAPPeRT BU DIAMftTRB A LA CUtCONFiRUNGE, 
R'APRfiS PTOUliE. 



Piolémée divise la circonférence en 36o degrés, chaque 
d^ré en 60 minutes, etc. 11 divise de même le rayon 
^al à l'unilé en 60 parties égales -, chacune de ces parties 
en 60 nommées aussi minutes , etc. , et il trouve que la 
1 , 2 5o 
00 60' 60' 
rayon , ou 1° 2' So", et si nous admettons que cet arc ne 
diflërc pas sensiblement de sa corde , l'arc de 60 d^rés a 

donc pour longueur ' + ër + 25;; du rayon , ou bien 
1° ^'So" du rayon. Donc la demi-circonférence de rayon 
I ou bien la circonférence entière de diamètre i est 

3 + î^ + l^, ou 3,8»,3o', 

DO 60' 

ou bien 

3-^ = 3,141666.... 

tel est le ir de Ptotémée, . 

- 17 _ 377 __ 355 + 23 ■ 



On obtient donc le rapport de Ptolémée en ajoutant terme 
i terme le rapport d'Ârchïmède à celui d'Adrien Metius : 
le rapport de Ptotémée est compris entre enn. 
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Mais Ptolémée ne s'occape pas de n,- soa l)ut est (te 
calculer une Table des cordes qu'il donne, en procédant 
par demi-degré, depuis 3o minutes jusqu'à 180 d^rés; 
il j ajoute une Table des trentièmes des dilTérences sac- 
cessives entre les cordes. A cet eilet, il calcule d'abord, 
par la construction connue, les côtés du décagone et du 
pentagone: 

■ coi-de (le 36° = 3^' 4" 55", 
corde (le 72° = 1 10° 32' o" 56*; 

puis il établit le théorème <x)nnu sur la relation enirc les 
diagonales et les c6tés du quadrilatère inscrit, et part 
de ce théorème pour trouver d'abord la corde de la dif- 
férence, et ensuite la corde de la somme des deux arcs 
dont on connaît les cordes respectives et aussi pour cal- 
culer la corde de la moitié d'un arc. Ainsi , au moyen 
de la corde de 73 et de 60 degrés, il trouve la corde 1 a de- 
grés, et, delà, par des bissections successives, il parvient 
k trouver 

corde l'So' = i" 34' i5", 
c'est-à-dire 

\6o 60' 607 

puis il démontre que, lorsque l'arc b est plus grand que 
l'arc a, on a l'inégalité 

corde b b 

et il a besoin de ce théorème pour trouver par approxima- 
tion la corde de 3o minutes ou - degré; il procède ainsi ' 
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corde — , . j . / 

ai corde i ° 4 

corde i"^i* 3°*^3^ 

^ 4 



corde de 1° ^ 5 corde — ; 



ces deux limilcs étant éga!cs jusqu'aux secondes, on a 
sensiblement 

«ord. ,• = ,.=■ 5o- = (i + ^ + ^,) r.yo„. 

CoDiiaîssant la corde de 1 degré , il calcule celle de 3o mi- 
uutes, et ensuite la Talilc des cordes qui procède par 
3o minutes. 

(Composàion mathématique de Claude ProLtiiÉB. Tra- 
duction deHalma, 1. 1, lïv. i, p. 36.) 



QUKSTIONS Ml SINATB-HeilSB, 

Unirersil^ do Cambridec 



Les examens durent Huit jours -, les questions des trois 
premiers jours sont plus faciles que celles des cinq der- 
niers jours ; ce qui partage les questions en deux parties. 
La première catégorie roule sur Eucliiie , l'algèbre , la 
trigonométrie, les sections coniques, la statique, la dy- 
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namique, etc., Newton, hydrostatique, optique, astro- 
nomie. La seconde catégorie se compose de questions sur 
EucHde, algèbre, trigonométrie plane, trigonométrie 
sphërique, thÀ>riedes équations, géométrie à deux di- 
mensions, calcul dïfTéreutiel , calcul intégral, géométrie 
à trois dimensions , équations différentielles, intégrales 
définies, calculs aux dilTércnces finies, statique, dyna- 
mique d'une molécule, dynamique des solides, hydrosta- 
tique, hydrodynamique, optique géométrique, astrono- 
mie, mouvement troublé, attractions, optique physique, 
calcul des variations. Nous publierons les principales 
questions proposées depuis i84^, et qui font un singulier 
contraste avec la nugatoria ros de certains examens. Les 
questions intitulées Euclide sont des problèmes de géo- 
métrie résolus par la méthode des Elemerita, et celles 
qui sont intitulées Newton sont des problèmes de dyna- 
mique résolus par ta méthode des Pn'ncipùt. Car de l'autre 
côté de la Manche on s'applique avec raison à entretenir 
la culture de la géométrie pure ausslbien que celle de l'a- 
nalyse pure. Que veut-on nous fairecultiver dece o6té-ci? 
L'arithmétique dubauquier, la géométrie du propriéuire, 
la mécanique du maitre de forges el l'algèbre de personne, 
car l'art cossique, que nos ancêtres ont acclamé avec un 
enthousiasme lyrique, n'est qu'une rêverie inutile pou- 
vant accoutumer l'esprit à s'intéresser à des idées abs- 
traites^ accoutumance dangereuse. Les idées concrètes, 
pratiques , seules sont utiles , profitables , rapportent , et 
Horace nous dit : 

Si res soîa potestfacere et servare beatum , 
Soc prunus répétât opus, hoc postremus omittas. 

(Epist. I, ▼1,47.) 
C'est le pivot du système pédagogique utilitaire. 
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TSiPS EMPLOYÉ PAR tlN CALCIiUTEUR BXERCfi P« 
MVIRSES OPERATIONS ARITHMÉTIQUES. 



ADDJTIOjy . 

friture el c«lcii[. Preai», Tolal. 

Denx nombres, chacun de trois chiffres ii" %" iS" 

Deux nombres, chacun de sept chiffres 24" 5" 39" 

Dix nombres de deux à quatre chiffres chacun . 1' 41" 33" a' 14" 

Dix nombres, chacun de douze chiffres l^ oJà" 1' i5" 5*4'" 

VingtnombreSfChacundedeux à quatre chiffres. 1*42" 26' V 8" 
Seize nombres , chacun de un à cinq chiffres et 

accompagnés de petites fractions %' 10" 84" 2' 44" 

SOCSTBACTIOK. 

Deux nombres , chacun de irob à sept chiffres . . 1 3" 3" 1 6" 

Deux nombres, chacun de quatorze chiffres. .. . 4^' 9" ^l" 



Trois chiffres par deux chiffres iS" 

Sept chiffres par un chiffre aS" 

<^nq chiffres par deux chiffres 36" 

Cinq chiffres par quatre chiffres 1' 

Sept chiffres par quatre chiffres l'So" 

Huit chiffres par cinq chiffres t'4t" 

Sept chiffres par six chiffres 2' 3i" 

Huit chiffres par sept chiffres 3' 24" 

Am. âe Malhémat., I. XIII. (Jujlfel ^i^.) 



4" 

6" 
i5" 
27" 
45" 



1-37" 
2' i5" 
2' 39" 
3'5i" 
6' 29' 
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DIVISION. 












Écritu 


■e et cdcu 


Prenxe 


Total. 


DividcDde, trois diiffrca; d 


liseur, deux cliiffrei. 


18- 


6" 


24- 


trois 




uti 


16- 


4- 


20- 


liinq 
cin, 
huit 




quatre 

deux 

einq 


4î- 

44" 
t'35- 


18- 

16" 

54- 


2'29- 


otiie 




. six 


2' lo" 


.'22- 


3'32'- 


qoUorze 
quatorze 
Exemple: 26 938 47963Ï 


68 


huit 
par5i7245- ■■■ 


7' '9" 

4'4o- 


6'25- 
2'48' 


,3-44- 

,■28- 



Ces nombres sont extraits d'un ouvrage allemand con- 
tenant la description d'une machine à calcider, inventée 
en 1786 par un nommé Muller, capitaine du génie on 
Hesse-Darmsudt : ce sont des moyennes obtenues sur 
plusieurs calculateurs exercés et sur un grand nombre 
d'exemples. Pour de petits nombres, la plume est plus 
expéditive qu'une machine ; mais pourdegrands nombres, 
c'est l'inverse. Uaiithmomètre de M. Thomas, de Col- 
mar, tel qu'il vient de le perfectionner, est bien l'instm- 
ment le plus ingénieux , le plus commode et le plus por- 
tatil qu'on connaisse en ce genre. Il est d'une grande uti- 
lité pour opérer sur des nombres qui dépassent les bornes 
des Tables logarithmiques et surtout pour vérifier toute 
opération sur de grands nombres ; d'ailleurs , les additions 
et les soustractions ne peuvent se faire par les Tables de 
l(^aritbmes. Leibnitz a recherché une telle machine tonte 
sa v>c , et y f^ dépensé plus de vingt-^atre mille écus. 

Les agents inorganiques possèdent l'immense avantage 
de ne pas se fatiguer. 

L'arithmomètre opère la multiplication de 8 chifires 
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par SchïlTres en 18 secondes, et la division de iScliiflVes 
par 8 chiffres en a4 secondes. 

La description et le dessiu délaillë de la machine «e 
trouvent dans le Bulletin de la Société d'Encourage- 
ment, ann^ i85i, page 355. 

La machine de Leibniiz est décrite dans les Miscellanea 
BeroUnensis , 1710. 



NOTfi SUR M PROBL&ME B'APPLICATION DE L'ANAIÏSK A U 
GÉOIÉTRR; 

Pau m. dieu. 

On demande souvent de déterminer le lieu géométrique 
des pieds des perpendiculaires abaissées d'un point sur 
tes tangentes à une courbe, et même, il y a quelques 
années, onproposaitdea cas par liruliers assŒ compliqués 
dans les examens pour l'École Polytechnique ; celte ques- 
tion conduit à une autre qui en est une sorte de réci- 
proque, savoir : Quelle est la courbe telle, que le lieu 
géométrifjue des pieds des perpendiculaires abaissées 
d'un point donné sur les tangentes soit une cOurie 
donnée? 

On peut résoudre ce problème de deux manières, soit 
en n'employant que les principes du calcul différentiel 
(dérÎTées) , soit en faisant usage de ceux du calcul intégral. 

i". Soient A la courbe donnée et P le point donné. Tirons 
PMdeP à un point quelconque M de la courbe Â,etélevoùs 
à PM, par le point M, une perpendiculaire L; on peut 
considérer L comme une droite qui se déplace sur jë 
plan , en même temps que M glisse sur la courbe A , avec 
les deux condîlîohs de passer toujours en M et d'être per- 
petidiculaire à PM; or, on voit facilement ainsi que la 
courbe cherchée X est l'enveloppe de la droite L. 

17. 
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Il résulte de ce raisounement quu , si l'on est parvenu 
à la courbe A eu résolvani le problème d'abord cité, par 
rapport à une certaine courbe B et au point P , la solution 
du problème inverse sera la courbe B; car un même sys- 
tème de droites ne saurait avoir deux enveloppes diffé- 
rentes. Par exemple, lorsque A est une droite, X sera 
une parabole que cette droite touchera eu son sommet, 
et le point P sera le foyer. Lorsque A est une circonfé- 
rence, X sera une conique concentrique à cette circon- 
férence , dont le point P sera un des foyers et dont l'axr 
focal sera égal au diamètre de la circonférence (ellipse, si 
P est intérieur à la circonférence A ; hyperbole, si P est 
extérieur). 

a". Soient encore 
(■) /(S..)=o ■ 

l'équation de A ; ot , j3 les coordonnées de P , et x , j- celles 
du point de la courbe demandée X correspondant au 
point (^, v) de A. 

î, y;, X, y eiy^' = -^doivent satisfaire respectivement 
à l'équation (i) ainsi qu'aux équations 

(2) «-r-y(e-*)=o, /(.-p)-Hï-a=o, 

qui , en regardant ^ , ri comme des coordonnées courantes, 
représentent la tangente menée àX au point {x,jr),el\a 
perpendiculaire abaissée de P sur cette tangente. Donc 
la courbe X doit satisfaire à l'équation dilTérenliellc du 
premier ordre 

(3) 7(.r,r,y}=o, 

que l'on obtiendra par l'élimination de ^, >; entre les 
trois précédentes, et celte courbe n'est d'ailleurs anal y- 
tiquement astreinte qu'à cette seule condition. 

Lorsqu'on aura été conduit à l'équation (i) par le pro- 
blème direct, dont l'énoncé a d'abord été rappelé , par 
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rapport au point P et à une certaine courbe B , réquation 
de cette courbe »era toujours une solution siugulièrc de 
l'équation (3) , et l'intégrale générale sera l'équation des 
langonles dans laquelle il n'entre d'autre paramètre arbi- 
■ traire que le coefficient angulaire. En effet, ces deux 
équations doivent satisfaire à l'équation (3), car la 
courbe B et ses tangentes possèdent la propriété géomé- 
trique que l'équation (3) exprime, et l'équation des tan- 
gentes, qui contient une arbitraire (le coefHcient angu- 
laire), est l'intégrale générale, tandis que l'équaiion 
de \i, qui ne contient pas d'arbitraire et ne peut se dé- 
duire de celle des tangenres, en attribuant une valeur par- 
ticulière au coefficient angulaire, est une solution parti- 
culière. 

Enfin, mi5me quand l'équation (t) estdonnéeà priori, 
il résulte des principes connus qu'il y a des lignes dont 
l'équation est l'intégrale générale de l'équaiion (3 ). Or, 
ai ces lignes étaient des courbes, l'équation des tangentes, 
dans laquelle se trouverait néccssai remeut la même arbi- 
traire que dans l'équation de ces courbes, outre le coef- 
ficient angulaire qui est tout àfait indépendant de cet ar- 
bitraire, satisferait aussi à l'équation (3) ; mais cela est 
absurde, car l'équation la plus générale qui puisse satis- 
faire à une équation diflérenticlle du premier ordi^ ne 
doit contenir qu'une seule arbitraire; donc l'intégrale 
générale de Féquation (3 ) sera toujours de la forme 

(4) j=ix-j-4.(i), 

i{i {1} étant uite fonction qui dépendra de la nature 
de A, et ton aura Véquation de X par l'élimination de 
y. entre cette équation et 

r-Hf (l) = o. 
d'après la théorie des solutions singulières. 
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applicitiOns. 

I. I.a ligne A est une droite. En prenant cette droiie 

pour ase des y et la perpendiculaire abaissée du point P 

pour axe des X, ou trouve facilement que l'éqUation (3) - 

est, dans ce cas, 

■*J " — r/ -t- « = o- 
Si l'on pose 

X^\x -^pt, d'où y^i, 
il vient, en subs(ituant, 

(nl — a^o, d'où fi ^ - ; . 
par conséquent, l'înt^rale générale est 

et réliminatioo de X entre cette équation et x — r, = " 
donne 

.'■ = 4'.- 

II. La courbe A est une circonférence. En prenant 
pour axe des x ta droite menée du centre au point P, et 
pour axe des j la perpendiculaire élevée à. cette droite 
par le rentre, l'équation (3) est 

{x-' — R') y — 2 xyy' +j-' — R' + a' = o , 

R désignant le rayon de la circonférence. Si l'on pose, 
de même que ci-dessus, 

il rient, en substituant puisen résolvant par rapportait, 
(1 = ±: \IK'V~^~b^»\ 
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de sorie «juc Tintégralc gûoérale est 



et l'ëtiminatjon de X entre cette équation et 



H'/' + (B' — «') *' = R- ( ft- — «'). 

m. La courbe Â csi une parabole dooi le point P est 
]e sODUnet. En prenant pour axes des x et des y l'axe de 
la parabole et la tangente au sommet , il faut éliminer \ , 
n entre les équations 

,'_2/>S = o,' M — r' 5 = / — !>•', /ii + S = o, 

pour avoir l'équation (3) qui est 

ï/>7'' + (2/> — j;) J-' + r = o. 

On obtient facilenient l'int^rale générale de cette équa- 
tion, savoir 

«1 1» solution BÎnguliÀre 

soit de la manière indiquée pour les exemples précédents, 
soit par le proche de la dlfférentiation (l'équation dont 
il s'agit rentre dans le type connu sous le nom inéquation 
de Clairau^ . 

Pour U développée de la parabole dont le paramètre 
est' double de celui de la parabole A' et.qui a le même 
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•ommel, aîiisi que le même axe, on trouve 

donc , pour j; = X , on a 

cette relation fait parfaitement connaître la forme de X. 

Jf jra. Ces applicationi peuT«al ae fBire tout auMi simplement par la 
première marche qui * élé Indiquée et qui n'eiige que li oonnaisBaDM des 
premiers principes du calcul dilTâreatiel ; m ■» il n'en est pu toujours «loti. 



■fiLANfiKS 

1 . Un système de droites parallèles mis en perspective 
devient un faisceau convei^^nt vers tin point. Guido 
Ubaldi a le premier démontré didaciiquement ce théo- 
rème fondamental dans cet ouvrage : Guidi Ubaldî e 
Marchionibus montis Perspeclivalihri sex. Pisauri, apud 
Hieron. Concordam, MDCffol. 

La proposition est sur la page a8 du \" livre. M. Pou- 
dra, chef d'escadron d'état-major en retraite, géomètre 
éminemment compétent et qui s'occupe d'un Traité his- 
torique et didactique delà perspective (^), m'écrit: a L'ou- 
» vrage de G. Ubaldi est d'un savant géomètre qiû a 
M envisagé son sujet sous toutes les formes; il est plus 
)> complet et surtout plus savant que nos Traités mo- 
1) demes de perspective; il contient une méthode de 
» géométrie descriptive, et beaucoup de choses sont de 
>i son invention. La dernière page contient un tracé des 
1) échelles de perspective. Ainsi, Desargues n'en est pas 
n l'inventeur quoiqu'il en eût fait un très-grand usage. 
» Le VI' et dernier livre , consacré à la perspective des 
(■) La publication est k désirer dam l'inlérit de U science ot de l'aK. 
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M théâtres, est fort curieux. Il fait coonaitrc les moyeus 
» employés par les artistes pour tracer les décorations. 
M Ce n'est pas de la perspective plane , mais sur des plans 
H parallèles. C'est bien un commencement de perspective- 
» relief (*). Ainsi , il indique le moyen de déterminer le 
» point de concours de toutes les droites perpendiculaires à 
u la toile; mais il s'arrête là. Ce qu'on peut reprocher n 
» cet auteur, comme à tous les savants de ce temps-là , 
M c'est d'être très-diffus , et ses vingt-trois méthodes pour 
u déterminer un point seraient considérées par les géo- 
>i mètres modernes comme des futilités. » 

2. Les anciens ne connaissant pas la gravité, ne pou- 
vaient s'enquérir du centre de gravité. Ils ne parlent 
réellement que du centre du poids (c'est à tort qu'on 
traduit ce mot par gravi té), point qu'il faut soutenir pour 
que le corps ne tombe pas. C'est la définition de Pappus : 
Dicimus autem centrum gravitatîs uniuscujusque cor~ 
pon's esse punctum quoddam intrapositum a quo si grai^ 
dependens mente concipiatur dum fertur qiuescerit 
et serval eam qiutmquam in principio kabebat positio- 
nem neque in ipsa latione circumwertitur (lîb, VHI, 
page 449 i Bononiœ, 1660). 

M. Libri dit que c'est Léonard de Vinci qui, le pre- 
mier, a déterminé le centre de gravité de la pyramide 
[Bist. des Math, en Italie, tome III, page 36); mais 
l'auteur attribue tant de découvertes à l'illustre artiste , 
qu'on ne sait trop à quoi s'en tenir. 11 faudrait contrôler 
les manuscrits de de Vinci qui sont écrits, chose bi- 
zarre , de droite à gauche comme chez les Orientaux de 
race sémitique (Oav. cité, tome III, page 36). Frédéric 
Commandîu , le célèbre traducteur, est le premier qui 

(') foirun Rapport de H. Cbailes danslra'.'om/ifrf thiIui, i853, i"'ie- 
mestre, page SSo; exposition aiTammenl lucide de la perspeclive-reliof, 
objet priDClpil de l'ouirage de M. Poudra, 
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ait éetiiex prt^esso sur le centre de grarit* des soKdes, 
dans aoQ ouvrage : De centra grauitatis soUthman. 

3. On Hl dans le m' cabier du tome XLV , page a39 
(i853), da Journal de M. Cre)le, un >IéinoiFe sur la 
cabatare des solides trapézoïdaux. Les formules et les 
rais<HiiB«ments sont identiques aux fornuileset aux raison- 
nements de M. Finck ( Nouvelles Aawaies , tome VD, 
page 34'î i'S48)- 

4. Pour expliquer la possibilité d'ua rapport âni 
entre quantités infinitésimales , ou se sert d'uncdroice in- 
scrîie dans un triangle parallèlement À un c6té ( IVoinvties 
j4niuiies, tome XII, page ag5}. Un énidit géomètre , qui 
a voulu garder l'anonyme, fait observer que ce moyen a 
déjà été indiqué par le célèbre d'Antony dana le deuxième 
volmnede son Cours de Mathémati^aes çnhtié en italien 
eu- 1779, à l'usage de l'Ecole d'artillerie de Turin. Le 
même érudît ajoute que le système de compensations bar- 
reurs proposé par Camot pour expliquer la théorie dif- 
férentielle, est énoncé formellement dans une Note de 
Lagrange annexée à un Mémoire du père Gerdil , qu'on 
trouve dans le volume des Mélanges de Turin, 1760- 
1761. Il parait que l'illustre analyste ne tenait pas beau- 
coup à cette idée, car il n'en dit rien dans ses Fonctions 
analytiques , ui àaa» ses autres ouvrages. 

5i Décrivant deux cercles égaux ayant pour centre les 
foyeis d'une ellipse, prenant successivement la polaire 
réciproque de t'ellipee par rapport à ces deux cercles di- 
recteurs, on obtient encore deux cercles égaux, symé- 
triques par rapport au centre de l'uUipse. Par une demi- 
rcwolution de l'un de «tes derniers cercles autour de ce 
centre, il viendra s'appliquer sur l'autre cercle, et, an 
moyen de cette opération , on peut transporter des pro- 
priétés métriques de l'ellipse dans le cercle, et vice versA. 
Exemples ; la somme des rayons vecteurs est eoiisiantr 
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dans l'ellipse; à celle propriété métrique coirespoud, 
par te procédé indiqué, cette autre propriété dans le 
cercle : si par un poiut^îjre pris dans le plan du cercle, 
on mme une corde quelconque , la somme des distances 
inverses du point fixe a»x deux tangentes- menées par les 
extrémités de ta corde est constante. Les angles inscrits 
dans le même sèment de cercle sont égaux; la propriété 
correspondante dans l'ellipse est que les deux tangentes 
menées parle même point sont également inclinées sur les 
rayons, vecteuis qai passent par ce point ; théorème de 
. M. PoBcelet : c'est M. Mannheim , lieutenant d'artillerie, 
qui propose ce moyen euristique. 

6. Mohâmmed-ben-Moussa-AIkharesmi, célèbre^ mathé- 
maticien arabe (-t- 8i2") , élait de la province de Kàresm^ 
écrit en perse et en arabe Khovàresm , mais, prononcé 
l^hàresm. M. Regnaud, le célèbre arabiste, croit fpie c'est 
là l'origine du mot algorisme devenu algorithme. (Nou- 
veiles j4nnaU$, tome V, page 55^ .) 

7. Le célèbre inventeur des logarithmes a commencé 
sa carrière par où Newton a Bni la sienne. L'ouvrage 
suivant : Explication claire de tous les secrets de VApo- 
cafypse ou Révélation de saint Jean , mise en français 
par Geoi^e Thompson, la Rochelle, i603, in-4'', est 
une traduction de l'ouvrage anglais de Napier. Pfewtoui 
eiNapier voient le pape dans l'Antéchrist; nés sur les 
Irards du Tibre, ils y auraient vu Luther ou Calvin, 

Une exQentricilé analogue est encore offerte par un 
autre homme de génie , par le célèbre Stiffe), moine Au- 
gustin, devenu ministre luthérien (voir Nouvelles Anna' 
les, tome V, page 494)- Le nombre 1260 se rencontre 
deux fois dans l'Apocalypse (xi , 3 ; xii , 6] ', StifTel écrit 
les a^ premiers nombres triangulaires à commencer {>ar 
I et à finir par 376, successivement au-dessus, des 37 
lettres de I'alphat>et, rangées en oi'drc, les lettres / et m 
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sont omises. Ensuite, il compose celte phrase: vae tibi 
papa vae tibi. Il remplace chaque lettre par le nombre 
triangulaire correspondant^ la somme se monte exacte- 
mentà 1260 (*). De telles aberrations, chez de telles in- 
telligences, doivent nous disposera l'indulgence pour les 
aberrations d'hommes ordinaires, telles que nous en 
voyons de nos jours. On a dit que les tables parlantes 
pouvaient constituer des relations avec l'enfer, dites avec 
Charenton. 

8. Chaire Lucasienne. Lcsstatutsdecettechairc, fon- 
dée au collège delà Trinité à Cambridge, par le chevalier 
Lucas, sont du 19 décembre i663, et ont été approuvés 
pai'CharlesIIle 8 janvier i664- ^cwtonfutnomméprofes- 
seurLucasien le 29 octobre 1669, à l'âge de vingt-sept ans. 
Le professeur est tenu de donner par semaine une leçon 
d'environ uneheure; en outre, il est tenu, deux jours par 
semaine, de laisser libre accès dans son cabinet pendant 
deux heures à ceux qui viennent le cousulter, et de donner 
les réponses de bon coeur: nPerduas hoivxs... omnibus 
illumconsultaris vacare, liberamadeuntibus aperto cahi- 
ctdo accessiim prœbere, ci'rca propositasipsiquœstiones et 
difficultates baud gravate respondere. » Les deux jours 
sont réduits à un seul pendantles vacancessi le professeur 
est en résidence. 

Ces dispositions réglementaires, quand il s'agit du haut 
enseignement, me semblent souvent plus utiles, plus 
importantes que le cours même, et devraient être adoptées 
dans les Facultés et surtout au Collège de France. 

9. M. Genocchi cite M. Ménahréa (tome XII, 
page 265). C'est à propos d'un Mémoire que ce savant a 



(') Il prenait un bain e 
nu pour ïériDer le résultn 
(te joie dignci do colle fcili 
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publié à' Turin en i844i ce Mémoire a pour titre : Mé- 
moire sur la série de Lagrange, par L.-F, Ménabréa , 
capitaine du génie militaire, il est extrait des Mémoires 
de l'Académie des Sciences de Turin, tome VIII, série a. 
Je dois ce rensei^ement à M. l'abbé Lecointe. 

10. Dans les jirchives de Mathématiques de M. Gru- 
nert (tome XVI, pages 67; i85i), M. J. Dîenger, pro- 
fesseur de l'F.cole Polytechnique de Carlsnihe, donne 

. des démonstration s très- si ni pi es, claires et rigoureuses des 
théorèmes d'addition des fonctions abéliennes -, démons- 
trations suivies d'applications aux fonctions elliptiques. 
Nous donnerons ces démonstrations, si les abonnés en 
lémoignent le désir. 

11. Hiftiivn rr* X3I ![>'>« mi v«t:DonQe-moioùJGpuisse 
rester, et je meus la terre. Parole d' Archimède citée par 
Pappus, dans ses chapitres sur la inécauique. 

12. Dans une Note à l'article Rahvs (Biographie 
Michaud), page 63, le consciencieux et érudit M. Welss 
nous apprend que J. Guillaume de Bonheim, écrivain con- 
temporain, ciléparFreytag(j^ii/'flJïjf«j/(fferar/uj, p. 5i), 
dit que Charpentier fut non-seulement étranger au meur- 
tre de Ramus , mais qu'il témoigna la plus vive douleur en 
apprenant la mort d'un ai grand homme, l'ornement de 
l'Université. Nousaimonsàpouvoir effacer une imputation 
répétée par tant d'historiens (voir tome XII, page 393, 
note). 

13. Alkhayyami est mort en Si^ de l'hégire, ce qui 
correspond à l'année iiaS, d'après ce que rapporte 
M. Sédillot, dans ses prolégomènes des Tables d'Oloug- 
Beg, page a44 (Nouvelles Annales , pages iSa et i56}. 

14. On li t (Nouvelles Annales , tome XIII , page 1 58) : 
il y a autant de décompositions (en sommes de deux car- 
rés) pour un nombre/i que pour son double. On a adressé 
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l'obji.'ciion suivaiHc 

845o= i3' + 9i' = 23' +89'= 35'+ 85^ 
"= 4?' + 79' = 65' + 65' 
en tout cinq décompositions; tandis que pour la moitié, 
ou n'a que ces quatre décompositibus 
4î25 = ifr -t- 65' = a5' + 60' = 33' + 56' = 39' + Sa', 
mais on a omis 

4225 = o' + 65'. 
45. M. Parion (Fauboui^-Saint-Denis, 69), indique 
sur une page liiliographii'e le moyeu suivant pourfacilitcr 
l'addition de longues colonnes de chilTres; quand on a 
atteint ati, on fait un point au crayon, afin de pouvoir 
l'efïacer; puis, on continue l'addilioii, en ajoutant seule- 
ment l'excédant du nombre 20; ensuite, on ajoute à la 
colonne suivante un nombre double de celui des points 
ainsi marqués. Si la colonne a3/i cbifFres, le nombre 
maximum des points est n. 



SOLUTION HE U QUESTIOUJ 255 
Pak m. e. combescure, 

Prafctaeur (New-Vork). 

Si l'on substitue dans l'équation polaire d'une droite 
r* au lieu du rayon vecteur f, et 20) au lieu de l'angle jw- 
lairew, on obtient l'cquarion d'une hyperbole équ il atèrc. 
D'une manière analogue, en substituant ^ — i (tang^r)' 
pour tang f r et 2Ci>pour u, dans l'<k(uation polaire sphé- 
rique d'un grand cercle, et en changeant les constantes 
de manière que les imaginaires disparaissent, on tombera 
sur Véqualiou d'une hyperbole sphérique, (SriieBoii.) 



flltlzedbyGOOglc 



( "?■ ) 

L'hyperbole ikjunalèrt^ sphërique peut être considérée 
comme l'iniersec lion de la sphère 

-r' +r' + ï' = I , 
et de l'hyperboloïde 

_ son équation entre le vecteur sphérique r et la longitude w 
sera donc 



L'équation générale de la circonférence d'un grand cercle 
est, dans le m6me système de coordonnées, 
colr= Acos(m— a), 

—V— = A <-0S (u — a). 
2 lan(} ^ r 

En y substituant /— i tang* j r pour tang \ r, celle 
équation devient 

2^ — 1 tang T f" 
où l'on a remplacé aussi w par 2 m. Or, 

tanc' - r-=. ; 

'' 3 I + cos /■ 

et, conséquemment , 



2 V^— 1(1 + cOSr)(l — cOSr) 

: = A \}— I COS [lia — a). 

sm'r ' ^ ' 

Mettant a pour A ^ — ' 1 et supposant nulle la constante a, 
on retombe sur l'équation de l'hyperbole équilatcre sphé- 
rique, ainsi qu'il était proposé d« te vérifier. 
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TUUS DtS ViLElinS DE A-o-. 



A" o" est la valeur A" ;c" en y faisanl x ^ o ; 

/(x+ ■)-/(>:) =»/(*), 
!t l'on a 

. °l — ») , 



= /r {n 



')" 



^'(„- 



3.3 



(«-3)-+ 



(L*CBOix , Cfl/CH/ des tUffir., n»86. ) 
Comme res valeurs revteDuetit très-souvent dans le calcul 
aux difFérences ilnies (maintenant employé dans la réso- 
lution numérique des équaiioDs), nous croyons utile de 
donnerla Table suivanle consignée (page 9) danscel excel- 
lent ouvrage : A collection qf examples oj the appli- 
cations ofthe calcului affinité différences, hy J.-F.-W. 
Hersckcl; Cambridge, iSao, in-8'' de 4^ P^ges. 







-f 


6 
3o 


a' 


-^ 


«• 


A- 


^' 


A' 


A- 


— 




- 










6 
i5o 


>4 
.40 










1 


















no 








fia 


540 
1806 
"5796 


i56o 
8400 
4o8,..l 


1800 


730 






1 


> 1 ne 


16B00 


iSrio 


50^0 


4o3io 




,54 


.9.5.0 


.4l<50 







-J- 


5io 


18. 5o 
5Ï^ 


186^80 


83,1,50 
jio3ooo 


.905,50 


33î848o 


i45i5]o 


3ei8So 


36î8«M 






,64îà4.'|0 


3gG35aoo 


ÎO.^OOOD 


iG3i9G<M 



edbyGoogle 



( ^1-^ ) 

Ods 

i'.O" =: 1.2 3. .. n; 

4".o«^= 1.2.3...» + 5. ^-^i 
48 

^ 5760 

(Licaoïz, Cn/. diff., j>. 861, 946); 
lorsque n est très-graDd , on a les valeurs approcha 



A la fin dé l'ouvrage, on trouve Examptes of t/ie solu- 
tions offonclional équations, hy Chartes Babbage; c'est 
le célèbre inventeur de la machine mathématique la plus 
universelle, la plus prodigieuse qu'on ait jamais ima- 
ginée-, elle calcule une série quelconque dont on con- 
naît la loi par difierences. 

SirJobn Herschcl est le célèbre astronome auteur de 
l'article Lumière dans Y Encyclopédie métropolitaine 
directeur de la Monnaie , poste occupé Jadis par Newton. 
C'est un des esprits les plus vastes , un des caractères les 
plus beaux, les plus élevés que possède TAugleterre, L'ou- 
vrage cité ci-dessus est extrêmement instructif pour 
. XIU. (Juillet. i3S4.) 18 
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s'exercer au calcul par diflercnce , diicot et îiiTOrse. Ce 
str John Herscliel est le fils illustre de l'illustre William 
Hcrschel Uranus. Rappelons, eu passant, cpieJa première 
idée de Herschel, en découvrant sa planète, était de lui 
donner le nom de son bienfaiteur , le roi Geoi^es : cet 
homme avait aussi du génie dans le cccur. 



trm GÈONÉTRIQIE. 

Sur les courbes engendrées par le moufement de repta- 
tion, pour seryir d'éclaircissement à plusieurs passagei 



des (Œuvres de Jean Bemoulli. 
pAtM.PROUHET, 

Profeueur. 



Les OEuvres de J. Bemoulli (*) renferment plusieurs 
théorèmes d'une rare beauté, qui excitèrent dans le temps 
l'admiratiou de Leibnitz, mais qui, négligés, à ce qu'il 
parait, par leur propre inventeur, ne tardèrent pas à 
tomber dans un oui>ti presque complet {**). M, Terquem, 
à l'érudition duquel ils n'avaient pas échappé, m'ayant 
engagé à en rétablir la démonstration , j'ai cherché à re- 
construire la théorie même du grand géomètre, à l'aide 
d'indications puisées dans ses OTuvres . Du reste, les pas- 
sages cités faisaient connaître le principe même de la mé- 
thode. Toute la difficulté résidait dans un lenime (IX) 
non énoncé par Bemoulli , maïs qu'une étude attentive 
de la qnestitm ne pouvait manquer de faire découvrir. 

(*) JoHAnnls Bebnodlli Optra omnia. LauBannœ «t Gencta , 1743 , 1. 1 , 
«n. ï6 , 71, ■)4i 77 * 83. On peal aattX coniulter le Lelhniui et BinuMBo 
Cammereiuin philomphicum et maiheineliram. 

{•■> Bemoulli ost mort on 1 74s. et ton derniec article sur le mon»- 
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Une fois en possession de ce lemme , on arrive sans peine 
à une formule d'approximation très-élëgante et doht la 
démons tmt ion semblait exiger l'emploi d'une analyse plus 
relevée. 

Legendre (*) est, à tiolre connaissance, le seul altteur 
qui ait démontré les théorèmes de Bernoullî. K arrive, 
en elTet, par l'emploi des séries, à la formule d'approxima- 
tioD dont nous venons de parler; maïs son analyse nous 
parait incomplète. En donnant deux valeurs approchées 
d'un arc de courbe, il n'indique nullement à quel caric- 
tère on reconnallra qu'elles comprennent l'arc coiisidérë. 
Là est pent'ètt-e le secret d'une Sorte de paradoxe analy- 
tique dont Legendre ne sembU pas donner une explica- 
tion très- satisfais an te. 

§ I, — Du mouvement de reptation en général. 
Définitions. 1. Lorsqu'une courbe B se meut parallè- 
lement à elle-même et de manière k être toujours tan- 
gente à une courbe fixe A, on dit que B rampb illr A 

{fie- ')■ 

S. LelicudëcritparunpointquelconqUe dupldndela 
courbe B est appelé reptoire (rcploria). 

3. La courbe mobile est dite ramper extérieurement 
on intérieurement sur la courbe fixe , suivant que , dans le 
cours du mouvement, les deux courbes sont situées de 
part et d'autre de la tangente commune ou du même c6té. 
Suivant que l'un ou l'autre cas a lieu, la reptoire engen- 
drée est dite extérieure ou intérieure. 

4. L'angle formé par les normales menées aux extré- 



ment de repUlioa {motut repieriai) »tde 170g (Letiraa L«ibaili). Cette 
Lettre sa tarmine portai mots ; Atia mirabiliera inaliam occasioaem r^tro. 
Mais il n'a rien pam de ce« choaei plus admirables dans les Œuvre* pn- 
bliJM du Tivant de l'auteur. 
(•) Throiie des Ftncliont ellipliiurs. I. Il , Àpppndirt. 
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mités d'un arc de courbe est nomiaêV amplitude deccUrc. 

Le mot amplitude n'a pas ici la même signification que 
dans la Théorie des Fonctions elliptiques. Nous nous en 
servirons toujours dans le sens que lui attribue Bernoulli, 
à moins que nous n'avertissions expressément du con- 
traire. Le point de rencontre des noimales extrêmes se 
nommera le centre d'amplitude. 

S. Dans le mouvement de reptation, les divers points 
d'uD arc de la courbe rampante sont amenés successive- 
ment au contact en divers points d'un arc d'égale ampli- 
tude de la courbe fixe. Ces deux arcs sont appelés arcs 
générateurs de l'arc correspondant de la rcploire. 

TuÉOBÈHE I. Dans tout mouvement de reptation, deux 
points quelconques du plan de la cowhe mobile décrivent 
des reptoires égales et semblablement placées. 

Cela résulte immédiatement de ce que la longueur et 
l'orientation de la droite qui unit ces deux points ne 
changent pas dan» tout le cours du mouvement. 

Thëorèmb U. La tangente en un point de la reptoire 
est parallèle à la tangente qui est actuellement com- 
mune aux deux courbes génératrices. 
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Puisque tes repioires engendrées par les divers points 
de la Ggure mobile sont égales et semblable ment placées, 
coQsidéi'oiis comme point décrivant le point de contact M 
des deux courbes A et B (fig. i)- Je dis que ta tan- 
gente à la rcptoîre en ce point n'est autre que MT, tan- 
gente actuellement commune aus deux courbes pro- 
posées. 

EneflTct, imaginons que le mouvement de reptation ait 
amené B en B' et M et M'. La droite MM', corde de la 
reptoire, rencontrera la courbe A en un pointN, d'autant 
plus voisin de M que la courbe B aura été moins dérangée 
de sa position initiale. II suit de là que si l'on fait revenir 
B' en B , M' et N arriveront en même temps en M , et que 
MM' sera , à la limite , tangente à la courbe A et à la rep- 
toire. Elle se confondra donc avec MT. c. q. f. d. 

Reharques I. Le point M ei le point décrivant peuvent 
être considérés, pendant un temps infiniment petit, comme 
se mouvant sur deux droites parallèles et dans le même 
sens. 11 en résulte que : 

Un arc de la courbe fixe et l'arc correspondant de la 
reploire ont leurs concavités tournées vers ta même 
région du plan, par rapport à deux tangentes paraUèles 
quelconques. 

Il suit de là que si les deux courbes génératrices sont 
convexes, la reptoire extérieure le sera paiement. 

II. Dans le cas où la courbe mobile a un point d'in- 
flexion , il est visible que si le point de contact se mouvait 
dans un sens avant que le point d'inflexion ait été amené 
au contact, il se mouvra ensuite dans le sens opposé. La 
direction suivie par le point M devant aussi changer de 
sens (Rem. I) , il en résultera dans la reptoire un point 
de rebroussement de seconde espèce. 

lU. Une reptoire intérieure peut avoir des points de 
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rebrousseinent , lors même que les deux proposées u'out 
aucune inflexion. Cela vient de ce que la courbe mobile, 
d'abord enveloppée par la courbe fixe dans une partie de 
son cours, l'enveloppe au contraire dans une autre. Mais 
ces diverses circonstances ne peuvent être bien étudiées 
que sur des exemples particuliers. 

IV. Un arc de repttnre a même amplitude que cb^cun 
des arcs générateurs. 

TnÉoBiME m. La reptoire engendrée par ta courbe A 
rampant sur la courbe B, rfe diffkre'que par la sittuxtion 
de la reptfiire engendrée par B rampant sur A, 




Supposons que les deux courbes aient une tangejite 
commune en M. Soient MC et MD deux arqt d'ôgalç 
açjiplitude pris de part et d'autre du point M , le premier. 
•ur la courbe. A, le second {fig. 2). sur la courbe B. SmX 
O le point décrivant. 

Si l'on fait ramper B sur A , D viendra en C, et le iwint 
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O vieDilra en O, de telle sorte que OO sera égal et pa- 
rallèle k CD. 

Si l'on fait ramper A sur B , C viendra en D, et le point 
point O viendra eu O", de telle sorte que 00" sera égal 
«t parallèle à CD. 

Il suit de là que les deux points O' et O" sont symétri- 
ques par rapport au point O. Les deux reptoires engen- 
drées par le point O dans ces deux mouvements , ont donc 
letirs poîna symétriques deuic A deux par rapport à la 
position iniUaleO; par suite, ellesnedififèreiitquepai'la 
situation. 

Tbéokèxk IV. Un arc de reptoireest égal àla somme 
ou à la différence de ses arcs générateurs smvant que la 
reptoireest extérieure ou intérieure. 

Prenons sur la courbe fixe A [fig- 2 , cas d'une rep- 
toire extérieure] un arc infiniment petit Me dans le 
sens du mouvement, et snr la courbe mobile , dans le sens 
contraire, un arc de même amplitude M.d. Les deux 
«rcs Me et M f^ peuvent être considérés comme deux lignes 
droites ayant la même direction que la tangente commune 
en M. 

La courbe B s'étant déplacée infiniment peu jusqu'à ce 
que d vienne en c, le point <iécrivant viendra en o ; 
par la nature du mouvement, oc sera égal et parallèle à 
Od, et la 6gure Oocd sera un parallélogramme. On aura 
doncOo= Mrf+Mc, ce qui démontre le théorème pour 
les éléments des trois courbes, et, par suite, pour des 
portions finies de ces courbes. 

Le cas d'une reploire extérieure se traiterait d'une 
minière analogue. 

Soil da wï arc infiniment petit deja reptoire, et ds, 
ds' les deux arcs générateurs. On aura 

d,~ds±dt'. 
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Mais ces trois arcs, ayant même amplitude, aaront 
même angle de conlingence Wr. Doue 



en appelant p, ;*, H les rayons de courbure des trois 
courbes. Ainsi : 

Le rayon du cercle osculateur en un point de la rvp- 
toire est égal à la somme algébrique des rayons des 
cercles oscillateurs des courbes génératrices aux points 
correspondants . 

D'où résulte ce corollaire: 

La longueur d'un arc pris sui- la développée de la 
reptoire est égale à la somme algébrique des longueurs 
des arcs correspondants pris sur les développées des 
deux courtes génératrices. 

Lorsque deux courbes sont équidistantet , on peut con- 
sidérer l'une d'elles comme la reptoire engendrée par le 
centre d'un cercle qui ramperait extérieuremeitt ou in- 
térieurement sur l'autre courbe. De là se déduisent fa- 
cilement les relations connnes entre les arcs de deux 
courbes équidis tantes (*). 

IV. Si l'on imagine qu'une droite de longueur déter- 
minée se meuve en touchant continuellement une courhe 
fixe, la somme algébrique des arcs décrits par ses ex- 
trémités sera égale à un arc de cercle ayant pour rayon 



(■) BKKioK{ia Champ), fiomtlUiÀiMatei, tome m, pt^oH^. Ce Ihéo- 
rèma «Uit conna de Lelbniu at da BeraouHl. Voir Je Cmmierclam maihe- 
maiieam, tome II , paga i53. 
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la longueur de la tangente mobile, et pour amplitude 
l'angle foimé par les deux positions extrêmes de. celte 
tangente. 

Car les extrémités de cette tangente décriTent deux dé- 
veloppantes de la courbe fixe , c'est-à-dire deux courbes 
équidi s tantes. 

Théokèmb V. Soient A et h deux courbes ayant une 
tangente commune en O et leur concavité tournée dans 
le même sens; OM , ON deux arcs variables d'égaleam- 
plitudepris respectivement sur les deux courbes. Prenons 
le point O pour origine d'un système de coordonnées 
recldignes , et construisons le lieu R des points ayant 
pour coordonnées la somme des coordonnées de même 
nom des points M et H : un arc quelconque de la courbe 
R , compté à partir du point O , est égal à la somme des 
arcs correspondants des courtes A et B, et a même am- 
plitude que chacun d'eux. 

Fij. 3. 




Faisons ramper sur A la courbe C symétrique de B par 
rapport à l'origine, et prenons cette origine pour point 
décrivant. Sétant le symétrique de N , la tangente menée 
à la courbe C par le point S sera parallèle à la Ungente 
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menL-e à la courbe B par le point N , et, par suîie, à la 
tangente menée à la courbe A par le point M. Donc le 
mouvement de repution amènera le point S en M t ST, 
ordonnée du point S et égale {en valeur absolue) à NP, 
se placera en S' T' sur MQ prolongé , et TO = OP se 
placera en T' O' sur une parallèle à OX. D'où résulte, en 
appelant OK et O' K les coordonnées de O', 

O' K = T' Q = T S'4- MQ = NP + MQ , 
OK = OQ + QK = OQ + T 0'= OQ + OP. 

Le point O' est donc un point du lieu que nous avons 
appelé R, mais, d'un autrec6té, O'appar'tient à unerep- 
toirc extérieure; donc 

arc 00' = arc OM + arc ON , 

et, de plus, l'arc OO' (3, IV) a même amplitude que 
les deux axes générateurs. 

Remarque, Plus généralement, s', s", s"', etc., soient 
des arcs de même amplitude ayant une origine et une 
tangente commune en O; (x', y'), (x", y") leurs ex- 
trémités; (x,^) un point quelconque d'une courbe s 
donnée par les équations 

X = a'x' + a" x" + a' ar"H- . . . , 

j'=o>'-l-a''y +fl-_r'+- '. 
on aura 

i = fl'j' + «"^ + .... 

Ce théorème peut se démontrer au moyen du précé- 
dent , mais on peut encore l'établir par un calcul direct, 
ce qui n'est pas plus long et est préférable, attendu qu'on 
«'a pas besoin alors de supposer que a', a", etc. , soient 
des nombres entiers. 

{La suite prochainement.) 
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mxftm n u iiiiRSTiei« m 

Par m. œHBESCURE. 



Etant donnée la base d'un triangle curviligne formé 
par trois arcs de parabole ayant le même foyer, le lien du 
sommet, lorsque l'angle fait par les deux côtés est con- 
stant, sera un ovale de Descartes. 

L'équation polaire d'une parabole est, entre les coor- 
données /• et 6, issues du foyer, 



-cM(e — i) 



p et t étant deux constantes arbitraires dont la significa- 
tion est très-connue. En faisant passer la parabole par le 
point (r, , &,), ou aura 

i-cos(fl.-.) ___ sin-i(8.-.) 



Pour une deuxième parabole de même foyer et passant par 
un point (r*, 6t), ou aurait semblablrment 



sin'-J(8 — «) 

Ces deux équations prises ensemble déterminent les coor- 
données r, $ du sommet du. triangle parabolique; mais il 
faut y joindre la condition relative à l'angle au sommet. 
Orft et V étant les inclinaisons respectives des deux para- 
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boles sur le rayon vecteur r, on a 

tangv ^ — «it-(fl — w); 
d'où, en appelant - l'aagle donn^au sommet , 

tang - = tang {;* — ») = tang - (i — «) , < — u = A. 
En éliminant t entre les deux équations 

/? _ sin ^ (fl,- .) /7 _ rini(S,-f A-« ) 

V n sinA.(e — .)' V '^ sini(8 + A — •)' 

on aura l'équation du lieu cherché entre r et 9, et il fau- 
dra se rappelerque, dans l'équation ainsi obtenue, ^, 
\ri sont censés comporter le signe ± . Ces équations don- 
nent d'abord 



V*'* 


^Ir. 


sioj 


(».- 


- «) + sin 


(.-.) 


vTr- 


s/r. 


sin^ 


(»,- 


- .) - «» 


(«-■) 


fr + 


sT^. 


une 


<' 


f + A 


-) 



" ' \ * / 

or 

tangi ( -^: Al = tangil— ^ t +A- 

/o,-+-e \ /e,-i-& \ 

,+ tant!f — ; , iangiM3„ +A — .) 
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donc , en appelant f, le premier membre et ayant égard aux 
é(|uatîons précédentes , 



4 



■ 1"S -, 



'+v'^,)-| 



ce qui se réduit à 

sin *Xr+L/7,-Mii^(e— A — fl} — V^,sin^(9. + A — eu 

X v^— VF,^,sin-(e, — 8,— A) = o, 

ou, par ane introduction facile de nouvelles constantes 
3^a, b,at, 



v'r=V<i«in^(9 — al±l/«sin'^(fl— «) + *, 
et, si l'on veut, 



Vr= v^sin-e±l/asin'-9 + b , 
équation d'un ovale de Descartes. 
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PMMifiU m'SÏWH DE LBIBNiZ TlUITte PAR LE GALCa 
NrFBBESTIEL. 



Une Lettre de Leibniz à Hugens , datée de Hanovre le 
a6 janvier 1680, commence ainsi : 

« Voicy un exemple de ma méthode des touchantes. Tay 
pris le premier qui me paroissoit également curieux £t 
embarrassé d'irrationnelles, et vous jugerez Bien que je 
ne l'ay pas accommodé à ma méthode et que j'en aurois pu 
faire autant avec quelque autre, n 

II parle ensuite d'un phosphore qu'il à inventé pour 
allumer du papier et de la poudre , espèce d'allumette chi- 
mique , et ensuite de U démonstration que donne Fermât 
de la loi de la réfraction , des pompes d'épnisement em- 
ployées au Harz, et il joint à cette Lettre cet écrit latin : 

Spécimen utilitatis methodinovœ tangentium, slve de 
maximis et minimis. 

La question peut s'énoncer ainsi : 

Soient A, B, C, D quatre points en ligue droite, et E 
un point tel , que l'on ait 

m est une longueur donnée; il s'agit de mener par le 
point £ une tangente au lieu géométrique du point E. 

Voici sa construction : 

Concevons menée la tangente ET, rencontrant la droite 
AD au point T; abaissons la perpendienlaire EP sur la 

même droite AD; il s'agit donc de trouver le rapport ==■ 
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Un construit ces huit lignes : 



La différetitialion de l'équation ci-dessus (page a86) 

donne tout de suite -r- 1 et cela quel que soit le nombre des 

points A, B, C, etc., et quelle que soit la relation entre 
les distances EÂ , EB,EC,ctc. C'est l'imoiense avantage 
du calcul diflerentiel, la plus importante création que 
l'on ait jamais faîte et qu'il soit même possible d'imagi- 
ner dans le monde des quanUlés. 11 nous découvre l'es- 
sence embryonnaire des grandeurs-, tandis que la puissance 
bornée du microscope met une limite aux investigations 
ovologiques des naturalistes, le géomètre dissèque le dx 
en une infiiiiléde rf* x ; le d'x en une infinité de d* x, etc., 
et rien n'arrête son scalpel (*). 

Le Spécimen se termine ainsi : 

Hanc solutionem paucà calculi linœis invenio, per 
methodos autem pubUcatas, quippe tjuSnts ùraiionaltj 
tolli opus est, credo vix aliquot diebus invenium iri, et. 
fartasse ne vîx quidem. ToUendo enim irrationafes 
assurgetui' ad altissùnos gradus, quod non sine tatdio 
jieri potes t : et tamen postea cum valores aut construc- 



(') C'est une toctw Indélébile poor notre enseignement lecondaire Ac 
■tjeler obatinémeot les con&eilt ded'Alemberl ,deCoriolis, et de repous- 
ler une loconiolite intellectuelle la plus rapide qu'on cannaiEsc. 
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tiones tjnœrimm , cogemur aequationes inutiliter exaî- 
tatœ iterum depressiones invesligare, quilaborin œqua- 
tionibus decimum longe gradum excedentibus, qualis ista 
foret, sœpe immensus est (page 38). 

Dans une Lettre précédente de Hanovre , 8 septem- 
bre 1679 , il écrit ; 

« J'ay laissé à Paris mon manuscrit de la quadrature 
arithmétique, afin de l'y faire imprimer un jour. Jay fort 
avancé depuis ces sortes de reclierclics , et je croy qu'on 
pourroit venir à bout de la pluspart des choses qui parois- 
soientjusqu'icy au-dessus du calcul, par exemple les qua- 
dratures et methodus tan gentium inversa , et les racines 
irrationnelles des équations, et l'arithmétique de IMo- 
phante \ car j'ay des méthodes générales qui donnent la 
pluspart de ces choses d'une manière aussi déterminée que 
celle dont l'Algèbre ordinaire se sert pour arriver à une 
équation. Et je ne crains pas de dire qu'il y a moyen 
d'avancer l'Algèbre au delà de ce que Vîète et Des-Cartes 
nous ontlaîssé, autant que Viète et Deft-Cartes ont passé les 
anciens. Mais, comme ces méthodes générales mènent 
ordinairement à des grands calculs , lorsque les conditions 
du problème ne fournissent pas quelque adresse singulière, 
j'ay projette un moyen de les abréger : ce sont certaines 
Tables qu'on pourroit faire calculer en lettres , et qui se- 
roient aussi importantes pour l'Algèbre que les Tables des 
sinus et des logarithmes le sont dans le calcul ordinaire. 
De plus , elles ne seroient pas difficiles à faire, car on y 
trouveroit bientost des progressions. Si ces Tables estoient 
faites, les opérations d'Algèbre s'y trouveroîeni pour la 
pluspart, et si on les joignoit aux méthodes que j'ay, il 
reeieroit peu à faire en cette matière » (page 17). 

Quelle était cette méthode pour l'arithmétique de Dio- 
phante, et en quoi pouvaient consister ces Tables !* 



edbyGoogle 



( "89 ) 
H parle encore dans cette Lettre d'équations détennt- 
nées d'un nouveau genre , où le degré même est inconnu, 
et donne pour exemple 

Il demande qu'on trouve les valeurs des inconnues, mais 
sans intersections de lignes : cette question n'est pas en- 
core résolue. 

Ce qui précède est extrait de l'ouvrage suivant : Leibni- 
zeru mathematische schriften heraitsgegeben von C.-I. 
Gerhardt. 

Ecrits matliéma tiques de Leibniz, édités par C— L 
Gerhardt , t. II et MIL Berlin , i85o. 

Cet ouvrage fait partie des OEuvres de Leibniz, tirées 
des manuscrits de la Bibliothèque de Hanovre , et publiées 
par Gforgea-Henri Perlz, 

Le premier volume contient la correspondance avec 
Hugens et le marquis de l'Hospital. 

Leibniz avait été envoyé à Paris en 1679, avec une 
mission politique de l'électeur de Mayence auprès de 
Louis XIV, et il resta à Paris jusque vers la fin de 1676. 
H s'y lia avec Hugens, auquel il soumettait tons ses tra- 
vaux et dont il reçut aussi des instructions. Leïbnizs'est, en 
plusieurs occasions, proclamé le ilisciple de Hugens. Cette 
correspondance a commencé à Paris même, résidence de 
Hugens après qu'il fut devenu membre de l'Académie , et 
n'a cessé qu'à sa mort (8 juillet 1695). Lors du retour 
de Leibnis en Allemagne, en 1676, la correspondance 
parait avoir été interrompue pendant quelques années, et 
a été reprise en septembre 1679. 

Dans ces Lettres, Leibnîtz signe constamment Leibniz, 
et Huyglmns signe Hugens. Dans une Lettre, Hugens se 
plaint (page 41) <lc ce que les rédacteurs des Acta erudi~ 
torum l'ont qualifié Djrnasta in Zulichem; il demande 
celle rectification : Dynasta in Zeelhem. 

Aim. de HtAAnul., t. XIU. ( AoAt 1854.) 19 
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Hugens éprouve d'abord de la répugnance à admettre 
le nouveau calcul , dont il croit pouvoir se passer; mais il 
finit par en reconnaître la toute-paiasance. Il a de la peine 
à comprendre led'x, et demande des explications que 
Leibniz donne par la tbéorie des osculaiions. 

Hugeos servait d'intermédiaire enlre Leibniz et Faiio 
de Duiller, géomètre genevois de grand mérite; il leur 
proposait des problèmes que Leibniz résolvait par son 
instrument avec facilité et complètement, tandis que 
Fatio éuit souvent arrêté ou ne donnait que des solnlions 
. incomplètes. Cela suffit pour nous expliquer l'animosité 
de Faiio, qui, lié depuis avec Newton, a soulevé contre 
Leibniz celle accusation de plagiat dont la fausseté est 
aujourd'hui victorieusement démontrée; mais il faut ro- 
coiiuaitre que Leibniz ramenait toutes les questions aui 
quadratures, et qu'il ne résolvait celles-ci que par des se- 
ries : le calcul intégral est, à vrai dire, la création des 
Benioalli ; car l'Analyse des infmimcnt petits , de l'Hos- 
pital (1696), le premier Traité didactique, contient le 
calcul différentiel et ne renferme rien snr la mctfiotie in- 
verse des îaiigentes. 

Leibniz demande l'avis de Hugens snr son Codex 
Jurii gentium. Hugens refuse en ces termes : « Le peu 
d'attacbement et d'estime que j'aj per queste canzoni 
poUtiche (comme le P. Paolo les appeloit) me tient hors 
du commerce pour tout ce qui les regarde, et je souiïre 
raesme avec peine qu'un esprit comme le vostre y emploie 
du temps » (page i6a). 

Leibniz répond : « En vérité, je m' accommode roi s 
davantage de ce qui est de vostre goost, si j'en avois abso- 
lument le cboiv , et j'estime plus les vérités étemelles qui 
éclairent l'esprit , qae les faits ou les vérités temporelles. 
Il faut cependant avouer qu'encore en matières de droit , 
de morale et de politique, on pourroit faire des décou- 



edbyGoogle 



( '9' ) 
vertes et des raisonnements exacts. Et souvent on y 
manque en pratique, parce qu'on a coustume de les traiter 
superCciellement. » Cette dernière observation est d'une 
grande justesse : parmi ceux qui s'occupent-de ces ma- 
tières , les esprits superficiels sont en immense majorité. 



ViLEim IS L'ANNfiB TROPIQUE BN J»VRS SOLAIRES iOYBNS, 
ET RAPPORT m JOUR NOTEN AU JOUR SIDÉRAL; 

pab m. Ch. forestier, 

ProfeBunr au Ljcëe de Meli. 

Soient x la durée du jour moyen en jour sidéral , a la 
durée de l'année tropique en jours sidéraux , et ^ la ré- 
trogradation des équinoxes en une annëe. 

En un jour sidéral, la Terre efièciue une rotation de 
36o degrés. Dans le même temps, le Soleil fictif, dont 
le mouvement uniforme sur l'équateur détermine le joui* 

36o-'—S . . .,. 
moy«a, parcourt i puisque, dans a jours sidé- 
raux, il parcourt 360° — d. Donc, dans le temps x, la 
roUtion de la Terre sera 36o , x , et celle du Soleil moyen 
X. Le premier arc surpassant le second de 36o de- 
grés, on a 

,- „ 36o — S 

d'où 

a jours sidéraux donnent l'année ii-opique , donc 



36o/ 
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Eti prenant 

a = 366 , 24^**6 ^' ^ = 5o", I , 
on a 

^ = o,oooo386 et i"-'"!- = 365J"''-"'7-,24a^646. 

Ed faisant ^ = o , on aurait la valeur de l'année tro- 
pique, daus le cas où il n'y aaraît pas de précession des 
équinoxes , 

La relation (1) fournit la valeur du jour moyen en jour 
sidéral 



Note du Rédacteur. 
On ne peut mesurer le temps qu'à l'aide d'un mouve- 
ment uniforme; on ne peut savoir si un mouvement est 
uniforme qu'en le comparant à un autre mouvement uni- 
forme' ceci implique une chaîne indéfinie de conditions; 
par conséquent, la constatation rigoureuse d'un mouve- 
ment uniforme est impossible (*). Toutefois, en mé- 
canique céleste on admet que la rotation de la Terre 
est un mouvement circulaire uniforme. Depuis un grand 
nombre de siècles, dans une infinité d'applications, cette 



(') L'i^jililé de deux longueurs eit une Idée eerUine et claire; car ou 
peut inperpoaer ce> loosueura : ce mofen n'eiiile pts pour des teoipi 
égatm. Autsi l'égalité de deni lempi e>t une EdAe certaine , mais obieare . 
qu'on embrouille en Tonlant l'éclaircir, ainai que cela aniTe tonjoun 
pour ce ^nre d'idées. L'illuatre sir W. Hamllton a fondé sur la notion do 
tempipuF, la métaphysique des signes et des opérations algébriques; 
conception kantiste d'importation dinicile, quej 'essayerai peut-être, ï tout 
tiaurd. 
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hypothèse n'a doDoé aucun résului inexact; donc cette 
hypothèse, sons le pointdevne physique, Àjuivaut à une 
certitude. La durée d'une rotation constitue le jour u- 
dëral. 

L'année sidérale est laduréed' une révolution delaTerre 
autour du Soleil. Le nombre de jours sidéraux compris 
dans une année sidérale est irrationnel ; il est compris 
entre 366 et 367. Une longue suite d'obseryations ont ap- 
pris que ce nombre est sensiblement égal à 366,35638; 
autrement 100 000 années sidérales comprennent à peu 
près 366^5638 jours sidéraux; de sorte que si l'étoile 
a était dans le méridien supérieur au commencement 
d'une année sidérale, elle y sera encore à peu près au 
bout de la 1 00000' année sidérale , et y aura paru dans 
cet espace de temps 36g35638 fois. 

On conclut ausai par observation que, dans ce même 
.intervalle de temps, le Soleil paraitra 36535638 fois 
dans le méridien supérieur. On appelle /our^o/airerin- 
lervatle de temps entre une apparition du Soleil dans 
le méridien supérieur et l'apparition suivante; ainsi, 
dans le même espace de temps, on a 366a5638 appa- 
ritions méridiennes sidérales et 36535638 apparitions 
solaires; les jours solaires sont inégaux. La longueur 
moyenne d'un tel jour est donc exprimée par le nombre 

fracUonnaire^^p— _~^^ 1,0037378 jour sidéral. Cette 

longueur moyenne du jour solaire , déduite de l'année si- 
dérale, n'est pas eu usage, parce que les calculs astrono- 
miques se rapportent k l'année équinoxiale. 

L'année équinoxiale est la durée de temps que met la 
Terre à aller d'un équinoxe vernal à l'équinoxe vemal 
suivant. Le nombre de jours sidéraux renfermés dans 
cette année est aussi irrationnel ; l'observation donne 
366, 34333. Autrement, dans 100 ooo années tropiques. 
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il s'écoule 366x4^^3 jours sidéraux à peu près. Le 
nombre de fois que, dsns ce m6me ioterralle, le Solâl 
parait dans le méridien supérieur est ^GSi^am^ de 
sorte que la longueur moyenne du jour solaire, déduite 
de l'année tropique, est _-.~î ^ 1,00973790. 

Ainsi un jour solaire moyen vaut 1,003^37 jour si- 
déral : c'est le rapport adopté; il s'accorde jusqu'à la 
sixième décimale avec le rapport déduit de t'aiinée sidé- 
rale. 

Pendant une année sidérale, la Terre décrit sur la 
sphère céleste 36o degrés; dans une année équinoxiale, 
qui est moindre que l'année sidérale, la Terre décrit 
moins de 36o, soit 36o° — â. On trouve J d'une manière 
approchée à t'aide de cette proportion : 

36625638 : 36634212 :: 360 : 36o-3; 
delà 

J = 5o-,i; 

c'est la précession des équînoxes que l'on déduit de la 
longueur de l'année tropique, mais non celle-ci de la 
précession des équinoxes. Ce n'est que la comparaison des 
longueurs des années équinoxiales et sidérales qui fait 
connaitre la précession, et qui a sa cause dans la surface 
épicycloïdale que des forces perturbatrices font décrire à 
l'axe terrestre. On sait, d'ailleurs, que l'équinoxe est un 
point de l'orbïte où la tangente it cette orbite est la pro- 
jection orthogonale de l'axe de la Terre (*). 

On comptait autrefois l'année d'un solstice d'hiver au 
solstice d'hiver suivant; de là le nom d'année tropique, 
conservé improprement pour désigner l'année éqai< 
noxiale. 
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La longueur de l'année tropique, à cause des forces 
perturbatrices, est variable. Voici la formule de Bessel : 

année tropique = 365, a422ao3 — f 0,00000006686; 

t = années écoulées depuis 1800. 

D'après cette formule, la longueur de l'année tropique 
i854 est 365,243:1166. 



DIVISION PRATIQDB DB LA GIRCONFEUNGB SN PARTIBS 
BCAIKS 



PAm H. TEHPIER, 

Sost-Direcleur des ÉgoIm chréUennes k Muiilp«lliei 



La pratique que j'ai indiquée s'applique également à 
un nombre impair de parties égales (*). Car il suffit de 
considérer la manière dont on obtient la formule fonda- 
mentale 



. , i2»n-V4B'''-5i2 
*"•*== 5 «'+.6 

pour se convaincre que cette formule est vraie pour un 
nombre entier positif n quelconque. Toutefois, l'énoncé 
du procédé doit être modifié ainsi : 

n Après avoir divisé le diamètre en n parties égales, 
» on prendra, à partir de ce centre, une longueur égale 
» à deux fois lequotient, que nsoit pair ou impair. » 

(*) On tronve rcUr pratique dans la Cromrirti' Je M. CaUlan. Th. 
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GRAKI CONCOIRS DE 1854 
CLASSE DE LOGIQUE, 

SECTION I>ES SCIENCES. 



1°. Daiu tout tétraèdre, OR peut considérer, pour chaque 
arête, iTangle dièdre des deux faces qui se coupent 
suivant cette arête; a" les inclinaisons de cette mënie 
arête sur chacune des deux autres faces auxquelles elle se 
termine: ce qui, pour les six arêtes considérées simulta- 
nément, donne eu tout dix-huit angles. On propose de 
démontrer que la somme de ces dix-huit angles est con- 
stante et égale k douze angles droits dans tout tétraèdre, 
où les arêtes opposées sont perpendiculaires entre elles, 
c'est-À-dire dam tout tétraèdre où les angles qu'on for- 
merait en considérant les trois couples d'arêtes, qui ne se 
rencontrent pas , et menant , par un point quelconque de 
l'espace, des parallèles aux arêtes de chaque couple, se- 
raient trois angles droits. 

a". Dans tout tétraèdre, quand, sur les six arêtes, il 
y en adeux qui sont respectivement perpendiculaires aux 
deux arêtes qui leur sont opposées, on propose de d^ 
montrer que les deux arêtes restantes sont aussi perpen- 
diculaires l'une "Sur l'autre (*). 

3°. Démontrer que, dans uu tétraèdre où chaque arête 
est perpendiculaire à son opposée , les quatre hauteurs se 
rencontrent en un même point. 

Observation. C'est une classe de logique. Il me semble 
que la logique exige qu'on démontre ta possibilité de 

(") Dini louS lélraMrc. . . on propvir de démontrer, .. E*t-ce rrsnfiui? 
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l'objet avant d'en démontrer les propriétés. Un tel té- 
traèdre existe-t-ilî II fallait commencer par démontrer 
qa'on peut construire un tétraèdre où deux couples d'a- 
rètes opposées représentent chacun un angle droit; que, 
dans un tel tétraèdre, le troisième couple d'arêtes âgure 
aussi un angle droit; puis, etc. Pourquoi donner une 
forme illogique à une question de logique? 

Le c'est-à-dire suppose que les élèves parisiens admis 
au grand Concours ignorent que deux droites peuvent 
être à angle droit sans se rencontrer; supposition très- 
honorable ponr ces élèves, pour leurs professeurs , et, en 
général, pour notre aima mater parùiensù. Au total, 
c'est une bonne question à proposer, pendant le courant 
de l'année, dans l'intérieur d'un collège : mais au grand 
concours ? 

Si je commettais de semblables questions, corampopulo, 
pour ne laisser peser aucun soupçon sur autrui, je regar- 
derais comme une nécessité d'houneur de me nommer. 
Mathématiques spéciales. 

On sait et l'on démontre aisément que, si un cercle 
roule intérieurement sur la circonférence d'un autre 
cercle d'un rayon double, la ligne décrite par un point 
delà première circonférence est un diamètre de la se- 
conde, et l'on a fait d'intéressantes applications de cette 
propriété aux arts industriels. On propose d'examiner le 
cas où le point décrivant est situé sur un rayon du cercle 
mobile, en dedans ou en dehors de sa circonférence; on 
déterminera la nature de la conrbe que ce point décrit (") . 

Observation. Cette belle propriété, qui remonte à la 
Hire, triturée dans tous les Cours , dans tous les Traités, 

(*) Las élèTei lyiot décltré i»iiiniltre le lieu demtndé , l« lectnre de la 
qualion n'a pa> été acherée. Nous en donneroni la fia. Cetle déclaralion 
tu la parlio eatlmible , 1c cAlé moral du concours. Honoeur aui éièret 1 
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eat universellemenL connue ; les ur/j industriels, txae- 
aé» si à propos, ont excité une grande hilarité dans l'as- 
semblée des élèves. Aussi a-t-on été obligé, comme l'année 
dernière , à retirer cette question et on l'a remplacée par 
U suivante : 

QoBsnoii. Démontrer le théorème suivant relatif à 
l'hyperbole. 

Si l'on prend pour diamètre d'un cercle la portion de 
l'axe non transverse comprise entre le centre et la nor- 
male en im point quelconque de la courbe, la tangente 
menée au cercle par ce dernier point est ^ale au demi- 
axe réel. 

Résoudre, d'après cela , la quesUon suivante : 

Etant donnés les deux sommets et un troisième point 
quelconque de l'hyperbole, constrmre la normale en ce 
point. 

Indiquer les propriétés et les constructions analogues 
pour l'ellipse, 

Observation. Cela découle immédiatement de celle 
propriété des courbes à centre : le produit de la distance 
du centre à une tangente par la portion de la normale 
terminée à l'un quelconque des axes est égal au carré de 
l'autredemi-axe; propriété qu'on lit et qu'on démontre 
dans tous les Traités anciens et nouveaux de géométrie 
analytique (par exemple Cirodde, page 410) (*)• 

Nous sommes forcés de supprimer les réflexions que 
nom inspire la comparaison de ce Concours avec celui 
de i85o ('VotrtomelX, page aSa). 

O. Tesquem. 

( La fin proehainemeat. ) 

(■) Il n'y a mime |>a> besoin de ce tbiorânie : il sofGC d'écrire l'éqiMlioii 
de la normale, atc. Il ; en a pour dix minutet, et I«b élàres lont ta ron- 

dave pendant dix heur«>! 
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N0T8 SUR UN ÎUltoRÉME M BBSCAItTES. GOURBI RMIUNT 
SUR mi AUniB; 

Pak h. F. FREIÏET, 

ProreHBiir ■ Il Faculté de Lyon. 

Si l'on fait roaler dans un plan une courbe mobile A 
sur une courbe fixe B, tes positions «uccessîyes d'un 
point fx, invariablement Hé à A, déterminent une ligue 
courbe dont la normale en cbaquc point va passer par le 
point de contact m des courbes A ei B. On sait que ce 
théorème, dû à Descartes, s'établit très-simplement par 
la géométrie en assimilant les courbes à des polygones; en 
voici une démonstration analytique assez courte. 

Rapportons la courbe fixe B à des axes rectangn- 
laires (*). Soient t'mt la tangente commune; x, y les 
coordonnées du point de contact m ; | , n celles du point j;^. 
La longueur ^m = r et l'angle 9 que fait sa direction 
avec lue droite quelconque, invariablement liée à A, 
constituent un système de coordonnées polaires auquel on 
peut concevoir que sont rapportés les points de cette 
courbe. Cela posé , de l'équation évidente 

on tire par la diOerentiation 

(Al ^— S <^ y~^ ify /J — g rfg jr — 9 d»\_dr 
^ ^ r ds^ r H$ \ r di r dt ] ~ dt'' 

di représentant l'élément de la courbe B. 
(') \jt Iccieur cil prié Ae (rucer )> Ac"!^- 
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Or l'angle t'mfj. formé par le rayon vecteur fim et la 
direction mt' a pour cosinus la quanlïlë — ; d'un autre 
côté, ce cosinus est aussi égal à 



il résulte de là que l'équation (A) peut se ramensr à la 
forme 



qui démontre le théorème é 

J'ajouterai ici une observation, très-K:onnue sans doute, 
mais que je n'ai pas vue consignée dans les ouvrages où 
elle devrait se trouver. On sait qu'on parvient à la notion 
du centre instantané de rotaUon en donnant à une figure , 
dans son plan, deux positions différentes, et montrant 
qu'on peut toujours l'amener de l'une à l'autre par une 
rotation convenable autour d'un point Cxe. Les deux po- 
sitions de la courbe sont ordinairement supposées infi- 
niment voisines, mais il est manifeste que c'est là une 
restriction inutile. 

Remarquons, en effet, que le théorème dont il s'agît 
revient A celui-ci : Étant données deux droites AB , A' B' 
égaleset situées d'une manière quelconque dans le menu; 
plan , il existe toujours un point M tel qu'on a 

MA = UA', a'ogle MAB = angle HA'B'. 
Or, pour trouver ce point, il suffit d'élever des perpen- 
diculaires sur le milieu des droites A A', BB' ; le point de 
rencontre est celui qu'on cherche. On y parvient aussi en 
prolongeant les droites données jusqu'à leur point de 
rencontre C , et circonscrivant un cercle an triangle ACA'j 
la perpendiculaire élevée sur h; milieu de AA' rencouir* 
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la circonférence eu deux points tlont l'un ronvîent tou- 
jours. Cette dernière constructiou est souvent préférable 
à la première. Elle montre immédiatement que, lors- 
qu'une courbe mobile glisse inGniment peu sur une 
courbe fixe , le centre instantané de rotation est au centre 
de courbure de la ligne fixe, et qu'il ae confond avec le 
point de contact quand la courbe mobile roule sans glisser. 
On retrouve ici le théorème de Descaries. 



SIR LA SemU m& progressions GÉOlÉTRIItllBS INFINIES-, 
Pae h. EUZET, 

GardR dg Géaie , ï Tonlon . 



Trotwer la somme des termes de la progression infinie 
par quotient 

4 4 4' 

Soit à partager l'unité en 3 parties égales, on pourra 
opérer ainsi : Divisez d'abord l'unité en 4 parties, et iso- 
lez 3 portions de -j chacime ; divisez le j restant en 4 par- 
ties, égales par conséquent à -i;, et placez une de ces par- 
ties à côté de chacune des 3 autres ; vous aurez 

î+r 
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il fous restera 7-,tlu^ ^ous diviserez et distribuei-ez de la 

même manière, et ainsi de suite. Cette opération étant 
rootinu^ â l'inâuî, l'unité que vous aviez d'abord se 
trouvera entièrement parugée et formera 3 lou égaux 
chacun à 

4 4' 4' 
par suite , chaque lot , ou la somme des termes de la pro- 
gression donnée, sera égale à ^- 

11 est aisé de voir que, pour toute autre progression 
dont la raison serait une fraction difiérente, maïs ayant 
l'unité pour numérateur, il suffira de retrancher i du 
dénominateur pour avoir la somme des termes de la pro- 
gression correspondante. 

Si tous les termes de la progression étaient multipliés 
par le même nombre , il faudrait évidemment multiplier 
le résultat ci-dessus par le nombre constant, ce qui ne 
change rîea à la règle établie. 

Cette règle étant appliquée à une fraction décimale pé- 
riodique , on trouve que la valeur de cette fraction est 
égale à la période divisée par un nombre composé d'au- 
tant de 9 qite cette période a de chiffres. 

Trouver la somme des tonnes d 'une progression infinie 
par tfuotient , la raison étant une fraction quelconque 
proprement dite. 

Soit, pour fixer les idées, la progression 



Le numérateur de la fraction génératrice étant 
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les ^ de ce numéraleui- seront composés de 3 parties 

3 3 3 

5 
Les =1 ou le numérateur entier, vaudra 5 de ces parties , 



3 3 3 3 3 
Retranchant et plaçant à part a de ces parties, c'est-à-dire 

tiotiâ anroiis nii premier reste égal à 

3 3 3 

5+5 + 5- 



3' 3' 3' 3» 3' 

f+^ + s' + Si+F 

Plaçant à part, comme ci-dessus, a parties ou bien 

nous aurons un deuxième reste égal h 

3' 3] 3^ 

5' "^ 5' "^ 5-' 
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Opérant sur ce reste comme sur le précéleni , nous pour- 
rons mettre de cdté les deux nouvelles fractions 



/3' y\ 



et avoir le troisième reste 

1 + 1 + ^- 

mais comme ceux-ci vont sans cesse eu décroissant, il est 
visible qu'à l'infini le dei-nîer sera nul ; dès lors , le nu- 
mérateur 3 de la fraction génératrice se trouvant entière- 
ment décomposé dans la série 

/3 3\ /3' 3'\ /3' 3'\ 

série évidemment égale à a fois 

(,5 + 5.+ 5.+ ---)' 

il eu résulte que U somme des termes de cette dernière 

progression, identique avec la proposée, est égale à — 

n est aisé de voir que la somme des termes de toute 
autre progression semblable est ^ale au numérateur de 
U fraction génératrice divisé par la différence des deux 
termes de cette fraction. 

NOTR SUR UN TB^HB SUR LB GONB STliRItOB ATTRHt 
A MAC-CULUGH 



1 . Désignous par s et p respectivement l'aire et le pé- 
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rimètre d'an polygoiw sphërique ; et désignons de tuème 
par s' et p' l'aire et le périmètre du polygone supplémen- 
taire. On sait que l'on a 

I ■+■ />'= t" + p-= 2 jr ; 

or, prenant le rayon de la sphère pour unité, p est le 
double de l'aire latérale du cône concentrique à la sphère 
qni a p pour contour d« la base; donc l'aire de la base 
d'un polygone spbériqoe plus le double de l'aire latérale 
du cane supplémentaire est égale à l'aire de la moitié de 
la sphère ; cette proposition existe évidemment pour une 
courbe sphéiique quelconque. Le théorème assigné à Mac- 
Callagh se rapportant à l'ellipse sphérique, n'est donc 
qu'un ras particulier d'un théorème général très-élémen- 
taire. 

On doit k M. Chasies quatre beaux théorèmes sur les 
coniques homofocales sphériques (Compies rendus). 

URORÙII SDR LSS I&TKRMIIUNTS DE M. SVLVISTER. 



Soient les 


détermi 


nants 






1; 1'; 


lio; 


lioo; 


liooo 


XlOOOO 


il; 


lia; 


31ao; 


4I200 


Siaooo 




Ol^i 


0213; 


o313o 


041300 






ooils 


00214 


003140 
0002I5 



la loi de formation est évidente ; effectuant , on trouve 
1; l'-i'; l[l'-ï']; (l'-.')(i'-3'}; l[l'-2'][l'-4*]i 



{i'-i')(i'-3')(i' 
et ainsi de suite. 



-5'); l(l.-a')(l*-4-)(l'_fr}; 



A«n. A MMihAnai., t. XIII. ( AoAl 1854) 
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SOUITI0N DE U «VESTION 2fi« 

(•olr LIV. ». rr, M t. XI. p. «11; 

pAa H. L. PAINVIN, 

l.iceacié è> Scîonces Ma Ihéma tiques. 

Trouver l'équation du ta courbe qui coupe, sous uii 
angle constant, toutes les génératrices d'un cône du se- 
cond degré. 

Tout cône du second degré pouvant être regardé comme 
un cône droit à base elliptique, l'étjuation générale des 
cônes du second d^ré sera 

(■) Î^Ç-Î-'- 

En un point {x^jr, z), l'angle formé par la génératrice et 
la tangente sera 

X dx X 'fy i di 

r ds r (h r ds 
et l'on devra avoir 

m étant une constante égale au cosinus de l'angle des deux 
droites r et ds. 
Or nous avons 

xdx + X djr '}- idz 

donc 



c'est-à-dire que si l'on s'avance sur la courbe cherchée, 
les rayons vecteurs sont proportionnels aux accroissements 
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de« arca. Et rfeiproquement , si celte proportionnalité 2 
heu, l'angle de la tangente et du rayon vecteur est con- 
suni. Partons de cette propriété, et employons les coor- 
données sphériques 

(3) j *•=«•*., 

les formules de transformation étant 
= rsia9.coSf, 

(4) I j' = rsÎD e.sinf. 



r i^unl le rayon vecteur, 7 l'angle de la projection de ce 
rayon vecteur sur le plan des x^ avec l'axe des x, S l'angle 
de ce rayon vecteur avec l'axe des z. 

Substituons ces valeurs dans l'équation {1) ; les équa- 
tions de la courbe cherehée seront 



(5) 



^ r'sin'flsJB'ip r'cos'S 



{6) (fr' = m' {dr-' + r' rf9»-t- r' sin'S dç'). 

Eliminant 6 et sa différentielle , on obtient 

= _ ^!LT- . ''^PV'''*'-*"''t"''''''P+*''°''g)l'''«nV+*'eoi'g) + e'ft'Z; 

Les équation» (5) et (7} seront donc les équations de h 
courbe chercbée. 

Discussion de V équation (7), 
Nous avons trouvé 



m.ab.dB 



c'(«'»lii>-Hf eo»'y )]( j'iln'p-t-t'emi'y)-t,c»;f_ 
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Celle ^ualion peut se mettre sous la forme 



(8) 



V— »■[»•('■' H- '') + '•(«'- »')>"'fl 



/A' (a'+c') + (g'— A'l{o'é'+fl'c'+ feM"''> 
<V (• + (,•- 4.) «„•, 

Or l'inlégrale de cette équation dépend des fonctions ellip- 
tiques, et l'on trouve que 

/.r=It.[Mn(A,e, »)+HF(e,«)], 
c'est-à-dire que le logarïtltme de 'dépend d'une fonction 
elliplique de troisième espèce et d'une fonction elliplîquir 
de première espèce; K , M , N sont des coefficienu con- 
stants. 
Posons 

,_ «.* 



•-j[*.(«'+<')+^'(»'-'-)>i»'fi 



-v/- 



.■)+( «■- f)(.'fH 



h(a"— 6')jfn', 



Si nous prenons l'intégrale à partir de f = o, et r= 1 
pour cette valeur de f , la constante arbitraire est nulle, 
et nous aurons 

(9) ' = '**•• 

Premier cas. Si m^o, rn est le cosinus de l'angle de 
la tai^ente avec la génératrice. 

I. fl|>6.Prenonsd'abord le signe +. 

Si nous faisons croltre^deo à +00 (comptons les arrs 
positifs en allant de l'axe des x positifs vers l'axe des j' 
positifs), l'élément de l'intégrale reste toujours positif, 
donc 4> croit en même temps, et il croît indéGoiraeni. 
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Eneûet, 






on voit racilementquei'1^6* — c' est la plus petite valeur 
de la fonction qui est soas le signe j ; donc , en prenant 
7 suffisamment grand, 

lapremière partie est une quantité finie, la seconde partie 
croit indéfiniment avec h \ donc , lorsque tf croit de o à <» , 
4> croit aussi de o à <» , ci par conséquent r croit de i à oo , 
c'est-à-dire la courbe s'enroule sur le cône, en allant de 
l'axe des x positifs vers l'axe des y positifs. Maintenant , 
faisons décroître 9 de o à — oo ;4>décroStradeoà — oo ,et 
r décroîtra depuis l'unité jusqu'à zéro^ donc la courbe 
s'enroule sur le cône en allant des x positifs vers les y 
n^atifs, en se rapprochant indéfiniment du sommet du 
cdne, qui est pour ainsi dire un point asjmpiolique. 

Si l'on cherche la projection de cette courbe sur le plan 
des :r^, p étant son rayon vecteur, on a 

(lO) p = 



]/b'(a' + c') + c'(a'~b')âa'f 



Cette courbe est une spirale dont l'origine est un point 
asymptotique , et qui se développe dans le même sens que 
la courbe dont elle est ta projection. 

Si l'on cherche l'angle de la langcnie avec le rayon vec- 
teur, on aura l'angle de la projection de la tangente à la 
rourbi! avec ta projection de la génératrice qui passe en ce 
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point considéré, et l'on voit que lorsque y varie de O à - i 
de - à R , la uugcnte trigonométrique de cet angle va de 



, pois de cette dernière 

valeur à la première, et ainsi de suite, elle dc pa*se ja- 
mais ni par zéro ni par l'infini ; l'expression de cette tait- 
gente est 



;■ a'-ft')8ln'pWf ^^(^^'- *')«"'? 



* ^/i'(a■^.r•)+(9._4.)(«•&■-^fl•«•+iV)rin■p-c•(il•_^*)•iopco•p V^'-K*'-*')^* 

Si l'on prend le signe — , les mêmes rèsnltau se re- 
trouveront dans un ordre inverse. 

II. C6ne de révolution, a = i. Dans ce cas 4" est inté- 
grable , et l'on trouve 



La divcussion est facile, et donne des résuluu analogues 
aux précédents. 

La projection de la courbe a pour équadon 



C'est une spirale logarithmique. 
Dans ce cts , 



donc U projection de la ungente fait aussi un angle con- 
»um avec la projection de la génératrice; propriété qui 
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pouvait d'ailleurs se déduire de ce que la projection de 
la courbe est une spirale logarithmique. 

m. Si a<^b, on voit que dans <î> les radicaux ue de- 
viennent ni nuls , ni imaginaires , quelque valeur que l'on 
donne â f, la quauûté qui est en dehors du radical ne 
peut non plus devenir ui nulle, ni négative-, donc la 
marche suivie pour le premier cas est applicable ici , et 
l'on arrive à des résultats analogues. 

Deuxième cas. m<;o, en mettant en. évidence le signe 



La discussion est la même que pour le premier cas ; ou 
trouvera des résultats inverses. 

Troisième cas. m^o, c'est-à-dire si la langenle doit 
être perpendiculaire à ta génératrice-, alors 

c'e8t-à-<Ure , la courbe cberchéeest donnée par l'inter- 
section du cane avec une sphère de rayon i ayant son 
centre à l'origine : c'est donc une conique sphérique. 
Quatrième cas. Si 

alors 

r = 00 ou r=o; 

c'est-à-dire que dans ce cas il n'y a pas de courbe, ou elle 
se réduit au sonunet du cône. 

Rectification de la courbe. 
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en comptant les arcs à partir du point où l'on a 



qneje désigoerai par A; d'où 



Premier cas. On voit, si l'on prend le signe ■+-, que la 
longueur de la courbe croît indéfiniment à partir de A, 
en a' élevant sur le cône ; et sa longueur, depuis le point A 

jusqu'au sommet du cône, est égale à ~ ' 

Cette expression de s n'est intégrable que dans le cas où 

Deuxième cas. Si 



ce que l'on pouvait prévoir. 

Troisième cas. Si m = o, la formule ci-dessus donne 
l'indétermination ; alors on a recours aux équations d<- 
la courbe 

sin'Ocos's aîn'Ssin'v cos'fl 
' = ■■ —?-' + —*!-' = — ' 

et l'on trouve 
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qui n'est intégraUe que dans le cas oà a =: ^; on a alors 

la constante est nulle si j = o pour <f = o. 

La longueur de la courbe croit proportionnellement 
aux arc>. 

Mém« question pour les cylindres dont l'équation est 



Dans les cylindres à base ellipli<{ue on hyperbolique, -r-j 

--) — sont les cosinus des angles de la tangente en un 

point (x,^, z) avec les aies ; o, o, i sont les cosinus des 
angles de la génératrice avec les axes^ on a donc 



m étant une constante. 

Pour un calcul facile, on arrive aux équations de la 
courbe 



(■) 



Si a est différent de i, cette intégrale dépend des fonctions 
elliptiques. 

Dans le cas du cylindre elliptique, la condition néces- 
saire et suffisante pour que les radicaux restent réels , est 
que X soit <^a. 

La discussion se ferait comme dans le cas précédent. 
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Dans le cas de a = b, on retrouve les équations tk' 
l'hélice. 

Dans le cas de /n = o , od trouve une série d'ellipses 
^ales et parallèles à celte de la base. 

Le cas de 171= I ne donne aucune courbe, ce qu'on 
pouvait prévoir. 

Pour le cylindre à base hyperbolique , il faudra changer 
dans les résultats précédents 6* en — ft*. 

La condition nécessaire el suffisante pour que les radi- 
caux soient réels, est que x soit toujours |> a. 

Le cas de a^b donne une intégrale qui dépend des 
fonctions elliptiques. 

Le cas de m ^ o donne une série d'hyperboles égales et 
parallèles à celle de la base. 

Pour le cylindre à base parabolique , les équations delà 
courbe seront 

(I) J-' = 2/W, 

(2)« = d: 



i^^-^^-fA—^)} 



Observations. M. Faure résout cette question à peu 
près de la même manière, sans discussion. 



«DKSTIONS. 

293. Soient p un nombre premier et X un polynèmc 
tel que 

X = (i, + a, x + rt, *'-!-.., + «,*•-'. 

En donnant à chaque coefficient a toutes les valeurs 

o, I , a, 3, . . , /» — I , 
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on aura p' valeurs de X, dont l'une sera z^ro. K l'on 
élève toutes les valeurs de X à la puissance m, et qu'on 

représente la somme des résultats par >* X", on aura 
5)^"^ "D multiple dep, 

si m<^p'' — i; mais l'^alité précédente n'aura pas lieu 
si7M=;j" — 1. (J, A. Sebret.) 

394. Soient Pi, P„P,,...,P,, n points matériels d'é~ 
gales masses ; G] le centre de jj^vité de P| , Pi ; Gi le centre 
de gravité de P, et de la masse Pi + P, posée en G. ; G* le 
centre de gravité de P^ et de Gi , et ainsi de suite ; de sorte 
que Gj, est le centre de gravité de P„ et de G^.i ; G„ est 
indépendant de la manière dont on prend les masses ; dé- 
signons par Â(,'] la distance de G/_i à Pj, la quantité 



;(*.)■- 



î(A.F+(|)(A,).+ ...+ (î^)i 



est constante, dansquelque ordrequ'on prenne les masses. 

Observation. G, est la même cbose que P, : ainsi Ai 
est la distance de Pi à Pf (Steiker.) 

39S. Par un point P pris dans le plan d'une courbe 
algébrique M , on mène des normales' à cette courbe , qui 
la rencontrent aux points A, , A,,. . . , A„. On supposeque la 
somme des carrés de ces normales est égale à p*, quantité 
constante. Le point P engendre une nouvelle courbe Mi ; 
la normale à cette courbe menée par le point P passe par 
le centre de gravité des points Ai, Ai, etc. 

Chercbons un point Q tel, que l'on ait 

{QA,)'-f- (QA.r -t- ■ ■+ QA.=/''- 
Le lieu du point Q est une courbe Mi touchant la courbe 
M, au point P. 
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tl en sera de même pour une relation quelconc|ue entre 

les normales ; dans la relation donnée^ M, est uu cercle. 



SOLUTION SI U «UBSTION 282 
Pak mm. Joseph SACCHI, de Parie, et Ahiïelm GENOCCHI. 



Soient a, , b, les coordonnées reciangles du r''"' sommet 
du polygone de n c6tés inscrit dans la parabole représen- 
tée ptiry' = px; A^ l'aire du triangle ayant ses sommets 
aux poîn t£ de coordonnées (i,,^,;ar,&,;a^,,ir^,; l'aire 

du polygone sera 2" A,, L'aire d'un triangle en fonc- 
tion des coordonnées de ses sommets donne 

(.) 2A, = (»,-*,)(a,„-.,)_(6,^,-i,)(»,-«.); 

et comme les sommets du polygone sont sur la parabole , 
on aura 

En substituant ces valeurs de a^, 0,4.1 dans l'équalion (1), 
on a 

et l'aire du polygone sera 

<"' 3^27' <''"'■'"'''"" ''>'''■"-*')■ 

Si «1, «,,,.., a,,.,. , â„ sont lea projections des som- 
mets du polygone sur une perpendiculaire à l'axe de la 
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paiabole, IVqualîon (i) donne 

ji5;".,.,..,.„,.«,.^,. c, ,. .. 

Nou.1t. Gilbert, de LoatiiD, donne la mèma démonitration, unf U 
noUlion , ot ajODle cette obMmtioii : De loui les polygones d'an manie 
nombre de cOtëa iascrils dans le rnSme arc de parabole, celui-lï b l'airo 
maiimniD pour lequel a,B, = (c,«, = a,a, = 

H. Gérard , de Toulouse , donne aussi une solution qui ne diffère pas 
de relia de M. Gilbert. 



To«i )«■ ouTrages annoneés dam les HopmUa AmnAln de Mathèmati^uri 
se trouvent chei MAUer-BACau-iia , libraire, quai des \uguatins , 5S. 



Thèses présentées à U Faculté des Sciences de Paris , pour 
obtenir le grade de Docteur es sciences mathémaiiqiies ; 
par il/. /. Gariin, ancien élève de l'École Normale, 
professeur au lycée de Lyon. — Thèse de Mécanique : 
Sur les surfaces isothermes et orthogouales ; — Thèse' 
d'Astronomie : Sur les mouvements apparents ; — sou- 
tenues le 4 juillet i853. Paris, i853. 10-4° de 73 pages. 
Imprimerie de Mallet-Bachelier. 

Ces thèses ne faisant partie d'aucun recueil scientifique, 
nous croyons utile d'en extraire les principaux résultats. 
Voici d'abord le résumé de ta première. 

1". L'étude des surfaces isothermes coniques se ramène 
à celle des surfaces isothermes cylindriques , en prenant 
pour coordonnées la longitude y et to ^ log lang^O, 
6 étant le complément de ta latitude. 

a". Les trajectoires fue/con^Mejd'iui système derourbes 
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isothermes, planes ou sphëriques, sODt aussi isothermes. 
Ce théorème , coqdu seulement pour les trajectoires ortho- 
gonales , sert à résoudre le problème des trajectoires qud- 
conques d'une sërîe de courbes isothermes. L'auteur en 
fait diverses application*, et trouve que les lignes qui 
coupent sous l'angle a les cercles passant par deuT points 
sont données par l'équation 



A étant une constante arbitraire, r et / les rayons menés 
d'un point de la courbe aux deux points fixes , d l'ongle de 
ces rayons. 

3°. Les seuls systèmes circulaires isothermes, tant dans 
le plan que sur la sphère, sont les cercles concentriques on 
de même p6le, et les cercles qui passent par deux points. 

4". Les seuls systèmes circulaires doubles , à la fois iso- 
thermes et orthogonaux, soit dans le plan, soit snr la 
sphère, sont les cercles passant par deux points et les 
cercles de même p61e. 

5". Il n'y a parmi les systèmes sphëriques que celui des 
sphères concentriques qui soit isotherme, 

6°. Un système de lignes isothermes en donne une 
infinité d'autres. En particulier, si dans les équations 
d'un système et de son orthogonal on remplace les coor- 
données par les températures correspondantes , on obtient 
denx nouveaux systèmes isothermes et orthogonaux. Ces 
deux derniers en fournissent deux autres, et ainsi de 
suite. 

<]". L'auteur démontre irès-sîmplemcnt un théorème 
de M. Binet sur les axes principaux des corps; un autre 
de M. Dupin sur les lignes de courbure des systèmes triples 
de surfaces orthogonales. 

La théorie des surfaces 'isothermes rappelle naturelle- 
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ment lenom de M. Lamé, leur inventeur. Nous saisissons 
cette occasion de cotistater le succès obtenu par aesLeçons 
^ sur la théorie mathématique de l'élasticité des corps 
solides. Nous sommes d'autant plus heureux de ce succès, 
qu'il encouragera sans doute l'illustre auteur à nous 
donner sous la même forme d'autres parties du cours qu'il 
professe avec tant d'éclat. 

Dans la seconde thèse , l'auteur donne la théorie analy- 
tique des mouvements apparents due k Coriolis, et l'ap- 
plique aux ingénieuses expériences de M. L. Foucault, Il 
rapporte les points du système à trois axes rectangulaires 
mobiles d'une manière quelconque , autour d'une origine 
qui elle-même se meut d'une manière arbitraire. 

M. Garlin recherche si les images géométriques que 
M. Poinsot a données du mouvement absolu subsistent 
pour le mouvement apparent. Il trouve que ce dernier 
peut être représenté par le roulement, sans glissement, 
d'un certain cdne attaché au corps sur un autre cône qui 
parait fixe à l'observateur entraîné avec les axes mobiles. 
Il s'est assuré que le premier ne coïncide pas avec le cône 
du second degré découvert par M. Poinsot. 

On voit , par ces simples extraits , combien il y a de 
choscsdansles thèsesdeM. le D' Garlin, et l'on r^rettera 
comme nous que son travail n'ait pas reçu une publicité 
plus étendue. Prouhbt. 

Théorie ANAt-ïTiQUE ou plak et de la ligke droite 
dahs l'espace; par M. Henry Faraguet, ancien élève 
de l'École Polytechnique, ancien officier de marine. 
Imprimée Dijon; 1854- In-8°, préface 1-3, 96 pages, 
1 planche lithograpbiée. 

Toutes les questions qui se rapportent au point, à la 
droite, au plan, considérés dans l'espace, soitisolénient, 
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soît combÎD& entre eux dans des positions générales ou 
dans des situations singulières, sont ici résolaes, et les 
calculs sont exécutés. Le système de coordoiiQées est re- 
latif à trois plans rectangulaires lorsqu'il s'agit d'angles 
et de longueurs à déterminer. C'est lui dictionnaire de 
formules dont ou a souvent besoin ; la même question est 
résolue par plusieurs méthodes : utile exercice pour les 
élèves de nos lycées , et économie de temps pour les pro- 
fesseurs; deux avantages qui reconunandent cet ouvrage. 
Aux (ifir-neu/'yaejïiofWjOnpeul ajouter celle-ci ; Trou- 
ver l'équation du plan mené par la pins courte distance 
de deux droites et également incliné sur les deux droites. 
Le mois de janvier de cette année (page i) renferme on 
travail analogue de M. Baltzer pour les coordonnées 
obliques; il reste encore un autre à faire pour les coor- 
données polaires : c'est le plus compliqué. 

SOLUTION DB LA OVESTION 251 

Pak m. L'stai PEPIN, 
du petit Séminaire d'Iseure. 



Réduire à des quadratures simples la valeur de l'inté- 
grale triple 



=///-'-^ 



où les limites des variables sont déterminées d'après Tiné- 
galité 

x' r' a' < 

~. + i? ■•- p. ^ ' ■ (Stebbo».) 

\. Remplaçons — par x,'y^par j',- par r, et, parcon- 
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s^eot, dx, tfy, dz par 

-X dx, -Y dr, -z dz; 
nous aurons 

et les limites serom déterminées d'après l'inégalité 
Posons 



-fff- 



• 



li^-o. 



2. Cette transformation faite, nous réduirons l'inté- 
grale U par la méthode Dîrichlet. Multiplions cette inté- 
grale par l'int^rale définie 

sÎD 11 cos Ah du 



dans laquelle 



H 



Ce facteur est égal à l'unité pour toutes les valeurs de * 
comprises entre — i et -4-1; et il est nul pour toute autre 
valeur (DuH&MEi., Analyse, t. Il, p. 177). Et puisque les 
variables ne peuvent prendre que des valeurs positives , 
on aura tous les éléments de l'intégrale, et ces éléments 
seuls, en prenant o et oo pour limites de l'intégration 
relativement à chaque variable. Donc 

-u'^^rx'X' ■••"—-"•"■'"'"*•'■■'"■'■-■•"' 

Ano. de ll„ihém«i.. (- XIII. (Scpl. i854.) 21 
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cos ix-i-y + z) u est la partie réelle du. développement 
de l'exponentielle «l'+J^+'i "'^. Soit donc 

= f" /" /" r'^''"''*-'^^'"''-'"— '"'■ x'--r— .«-' Jx* A; 

l'intégrale U sera la partie réelle de l'intégrale 

3, L'intégrale V est le prodiùt de trois intégrales sim- 
ples. Celle qui se rapporte à X est 

Or, en faisant 

a. = arctang- et r = (a'+6')'i 
on a {MoiGHO, Calcul intégral, p. Sog) 

/: 

on a donc, en posant « = arc tang 



-(-.w-)^,_i:!it^); 



I?'"'- 






Ou obtiendra de même les deux autres intégrales. Ainsi; 
ea posant 

e = arcWng^,' 

7 = arc ung - , 
on aura 
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( 3.3 ) 
Puur avoir la valeur de l'iDiégrale proposée, il faut 
réduire V à sa partie réelle. On aura dont 

, _ o"i'-c"r(Or(w) r(B) Z** smucoi{l<,+ mS-hny)du . 

^" y- «(«■+«-)''(6'-t-«'rV+"')'" 

i. Si ou appliquait la même méthode à l'intégrale triple 

■*"' '' xf r'iz' dxdyih. 



-///'- 



les limites étant déierminées comme pour l'intégrale S , 
on trouverait 

S' = S. 

La môme méthode s'applique aussi avec succès à toute 
int^rale multiple de même forme que l'intégrale S ou que 
l'intégrale S', quel que soit d'ailleurs le nombre des va- 
riables, pourvu que l'inégalité d'après laquelle on doit 
déterminer les limites soit de même forme que l'inégalité 
dODiiée. 



rORfllLES PRATIQUES DE QIIADR4TI1RE (*);; 

Par h. PIOBERT. 

La nécessité d'évaluer les aires des courbes se présen- 
tant fréquemment dans la pratique et dans les intégra- 
tions, cette question a été traitée analytiquement par 
plusieurs géomètres, qui ont plutôt cherché à obtenir 
ime grande exactitude dans les résultats que la simplicité 
dans les opérations à cflectuer^ cependant la commodité 
des calculs est une qualité indispensable à toute formule, 
pour qu'elle puisse devenir usuelle. 

Les méthodes qui conduisent aux solutions les plus 



■; Voi 
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(3=4 ) 
simples peuvent être facilement dédaites de considëralious 
géométriques . 

1. Th. Simp30ti,qaî adonné une formule très-élégante, 
très-simple et généralement très-approchée, ramène la 
question à trouver la surface comprise entre une courbe 
et un axe , et limitée par deux ordonnées extrêmes e et E 
[fis- ') ' P*^'^ '^ divise cette surface en un nombre paii' 
Fig. «. 



€ 

k 


/ 


X 

k 


J. 


■f 





de parties de même largeur h au moyen d'ordonnées équi- 
disiantes entre elles. On a alors deux figures faciles à éva- 
luer, entre lesquelles ta surface cherchée se trouve com- 
prise, en traçant deux polygones, l'un intérieur ou inscrit, 
l'autre extérieur. Le polygone inscrit est formé par l'axe , 
les deux ordonnées extrêmes et les cordes qui réunissent 
deux à deux les sommets voisins de toutes les ordonnées 
de rang pair. Si l'on nomme I la surface, on a 

"Ly-y représentant la somme des longueurs des ordonnées 
de rang pair, e el E exceptés , comprises entre Taxe et la 
courbe. Le polygone extérieur est en quelque sorte cii^ 
conscint à la courbe, ou plutôt il est formé des tangentes 
à la courbe menées aux sommets des ordonnées impaires 
Cl terminées aux redonnées paires comme les cordes du 
premier polygone , puis des petites portions de ces ordon- 
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nées paires coni|)nscs outre (leiix Ungenlcs coQséculîves. 
Soit C ]a sui'face de ce polygone circonscrit, on a 

C = a A l_^i , 
S,yi représeaunt U somme des ordoimées de rang impair. 
Chaque portion de courbe comprise entre sa corde et 
sa tangente, peut, tant que ces deux droites ne sont pas 
trop inclinées l'une sur l'autre , être considérée comme 
dtlTérant peu d'ui> arc de parabole dont l'axe serait pa- 
rallèle aux coordonnées j mais tout arc de parabole com- 
prend dans sa concavité les deux tiers de la surface du 
parallélogramme circonscrit, aire qui est alors sensible- 
ment égale à celle du quadrilatère formé par la tangente , 
la corde et les portions d'ordonnées qui réunissent leurs 
r-xlrémités. Si S est la surface cherchée, 

\ s = n-|(c-i)=5(2C + i) 

''' i h 

\ =^(e + 42j-, + 2ïj-,-|-E}, 

formuledc Simpson. 

Pour que la corde soit à peu près parallèle 4 la tan- 
gente au point de la courbe situé sur la même ordonnée 
que son milieu, il faut que la courbure de l'arc diminue 
sensiblement à mesure que ta direction de la courbe se 
rapproche de celle des ordonnées; si cette diminution 
n'est pas aussi grande que dans la parabole à axe paral- 
lèle aux ordonnées, le quadrilatère circonscrit, oal'espace 
qui sépare les deux polygones , a une surface moins grande 
que celle du parallélogramme paiement circonscrit an 
même segment , et la formule de Simpson donne une éva- 
luation trop faible pour les courbes convexes , ou dont la 
concavité est tournée vers l'axe, et trop forte pour celles 
dont la courbure est en sens contraire. Cela a lien égale- 
ment, mais dans des limites plus restreintes, lorsque la 
courbure des arcs diminue plus rapidement que dans la 
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parabole à axe parallèle aux ordonnées, courbe pour la- 
quelle la tangente est parallèle à la corde el la formule de 
Simpson exacte. 

Cette forrauli' , qui donne généralement une grande ap- 
proximation , est beaucoup moins exacte pour les surfaces 
dontles contours ont unecourbure très-prononcée, comme 
pour les sommets de courbe, lorsque les éléments des 
arcs sont peu inclinés par rapport aux ordonnées \ il est 
alors indispensable de changer la direction de ces der- 
nières : ainsi la parabole, pour laquelle la formule est tou- 
jours exacte lorsque les ordonnées sont parallèles à son 
axe, n'est évaluée, dans sa position ordinaire el à partir 
de son sommet, qu'avec une erreur en moins de - 
de la surface véritable. 

2. Lorsque, comme dans ce dernier cas, la courbure est 
très-grande à l'origine des coordonnées, que la directioa 
des éléments de la courbe est peu inclinée sur celle des 
ordonnées et qu'il n'est pas possible de changer ces der- 
nières, il ne faut pas employer le polygone inscrit qui s'é- 
loigne beaucoup de la courbe dans cette partie ; mais il 
convient alors de rapprocher le polygone extérieur de 
cette partie de ta courbe, en divisant la surface en un 
nombre impair di> parties (Jig- a) , et en se servant de la 
Fie- a. 



' 23,3i4 
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loDgiieur y, de l'ordounée située au milieu de ta pre- 

mière division : on a ainsi 

formulequidounc,daBslecastrè3-défavorablcde]'exeD)pl« 
précédent , moitié moins d'erreur que la formule de Simp- 
son, c'est-à-dire qui ne diffère que de -^ — 7-=dclasurface 

^ 49.495 

véritable de la parabole. Celte méthode réussit très-bien 
dans beaucoup d'înt^rations. 

3. Comme dans les circoastanccs où la formule de 
Simpson est te plus en défaut, le polygone inscrit s'éloigne 
beaucoup du polygone extérieur, on serait tenté de dou- 
bler le nombre de ses oàtés , en joignant les sommets de 
toutes les ordonnées , ce qui diminue d'environ moitié la 
surface comprise entre les deux polygones, surface dont 
la répartition en dehors et en dedans de la courbe cause 
l'erreur d'évaluaiioD ^ mais , par une suite de compensa- 
tions, on retombe encore sur la formule de Simpson. 

On réussit mieux en ne réduisant de longueur que la 
première et la dernière corde , qui , en général , divei^eut 
le plus de la tangente, et en limitant les autres aux som- 
mets des ordonnées impaires, les seules employées alors 
à l'évaluation de la surface; de sorte que, pour un même 
nombre d'ordonnées connues , ou réduit de près de moitié, 
ou dans le rapport de a n + 1 à « -j- a, la longueur des ares. 
La surface comprise entre les deux polygones étant égale- 
ment beaucoup diminuée dans les points où elle est la plus 
étendue, on n'a pas besoin d'évaluer très-exactement la 
répartition i faire entre les petits triangles mixtilignes in- 
térieurs et extérieurs ; aussi M . Poncelet a obtenu une for- 
mule assez approchée, en prenant simplementlamoyenne 
des surfaces des deux polj^ooes inscrit et circonscrit. 
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Dans ce cas , le polygone inscrit a pour snrface 



d'où 

(3) S = ^ 



- + 2lXi + ~ 



valeur on peu faible pour les courbes convexes à l'exté- 
rieur , et qui , dans le cas défavorable de la parabole or- 
dinaire, diSire de la véritable surface de 5- 

4. Il est possible d'évaluer très-approximativement le 
rapport des surfaces comprises entre la courbe et les poly- 
gones extérieur et intérieur, en supposant, ce qui est per- 
mis pour depeiitsarcs, que chacune des portions et delà 
courbe {^g- 3) est composée de deux arcs de cercle cbet 
Flj. 3. 




b' t ayant, en c et en t, mêmes tangen tes qu'elle, ou même 
polygoneexl^nenr, et mesurant les angles a' et |3'des cordes 
et des tangentes. En effet, si l'on mène a la corde et une 
perpendiculaire bo", telle que on', portion d'ordonnée 
comprise entre les deux tangentes consécutives, soit par- 
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ugée de manière que les deux trés-petils triangles formés 
par ces lignes soient égaux, od voit que la surface com- 
prise entre le sinus de l'arc cb et la tangeote est 

— ( tang a' — sin a' cos a') ; 

la surface comprise entre te même arc cb et la portion de 
corde cd ou son sinus est 



r' /ira' . , A 



Le rapport de ces deux quantités 

2 tang a' — sin 2 a! 



n'est fonction que de la grandeur angulaire ou de l'am- 
plitude des portions de ta courbe; on peut donc former 
une Table de ses différentes valeurs. 

: o 1" 3° 3° 4'' 5" 6° 5> 

:),5oooo 1,500091,50037 i,5oo8a i,5oi47 1,50229 i,5o33r ii5o45i 

8» 9° 10° 11" 12" i3' i4" i5" 

:i,5o590 1,50748 1,509261,511241,51342 i,5i58o 1,518391,52119 
; 16" 17" i8» 19" 20" 21° 22» 23° 

= 1,52422 1,52747 1,53094 1,53464 1,53862 1,54283 1,54728 .,55200 

34" 25° 26° 27" 28° 29* 3o° 45" 

:i,55699 1,56228 1,56787 1,57376 1,57996 1,58649 1,59337 '.75192 

Lorsque la direction des extrémités de la courbe ne se 
rapproche pas de celle des ordonnées , il convient de mo- 
difier la valeur de e ou de E; ainsi, quand l'élément 
extrême est parallèle à l'axe, on faitE =^,„_, dans l'ex- 
pression de la surface; ce qui revient à prendre pour der 
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nier côté du potygoDC inscrit le sinus tm au lieu de la 
corde (/. 

La Table des rapports R permet d'atteindre à une assez 
grande précision , lors même que les divisions de la sur- 
face comprennent des arcs très-prononcés. Si la Gouri>e 
est divisée en arcs assez petits pour que leur am.plitude 
ne dépasse pas y k S d^rés par exemple, en prenant 

R ^ i,5o, la correction ne serait que de-T^r- de ladifle- 

' ^ 450 

rencc des surfaces inscrites et circonscrites, qui déjà dif- 
fèrent assez peu entre elles. On a alors 

( ._. . 3 



'■C-^ 



-(C-J) = 3J+3C 



(4J 

(]ui donne une valeur un peu plus grande que celle de la 
surface des courbes convexes ; dans le cas irès-défavorable 
de la parabole des exemples précédents , l'erreur est de 

5. L'évaluation de la surface d'un quart de cercle au 
moyen des différentes formules (i) , (a), (3) et (4), pré- 
seiiLedes résultats analogues à ceux qui ont été donnés 
précédemment [>our la parabole dans sa position ordi- 
naire. Ainsi, en prenant le rayon égal à l'unité et em- 
ployant dix ordonnées, on a les approximations sui- 
vantes : 

Avec la formule de Simpson (1] — o,oo3646 

Avecle polygone circonscrit (2) + o,ooi8i5 

Avecla Tormulcde M. Poncelet [3] — o,ooii83 

En supposant R^ 1 ,5o, formule (4) 4- o,oooi3o 

Avec la modification de Eet une valeur moyenne 

lie R + o , 000088 

Cette dernière méthode est surtout avantageuse quand 
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oti n'a qu'un petit nombre de valeurs d'ordonnées de la 
courbe. Si , par exemple , on n'en avait que deux dans le 
cas précédent , les approximations seraient les suivantes : 

Avec la formule de Simpson (i) — o,o4i38i 

Avec le polygone circonscrit (3} + 0,014696 

Avec la formule de M. Poncelet {3} — 0,014912 

En supposant R^ i,5o, Torniule (4) + o,oo32o6 

Avec la raodificai ion de + o,ooi883 

Avec cette modification et une moyenne valeur 

de R 4- 0,000462 

Ces formules ne sont plus classées de la même manière 
quand les arcs de grande courbure sont placés moins dé- 
favorablement j ainsi, pour l'hyperbole équilaière ayant 
pouréquation:c;}'^i, etdaDsles]imiiesdea' = iàj[; = 3, 
en employant dix ordonnées, les approximations sont : 

Avec ta formule de Simpson (i) + o,ooooo3o39 

Avec le polygone circonscrit (z) — 0,000278846 

^vec ta formule de M. Poncelet (3) + o,oooia3oi6 

En supposant R ^ i,5o, formule (4). •. ■ — 0,000021978 
Avec la modification de E et une valeur 

moyenne de R — 0,00001 3634 

La formule de Simpson reprend alors ses avantages. 



SOLUTION DE U OVESTION 28» 



P*a M. N. DEVYLDER, 

Frofeueur a l'Athénée rojil do Namiir, 

i". Soit d'abord 

CAD = CBE. 

Les deux triangles CAD et CBE sont semblables et four- 
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nissenl la proportion 

Ap_AC 
. BE—BC' 

Maïs AC est |;> BC, puisque l'on a 
A<B. 




2°, Soit 

CAD<CBE. 

Faisons l'angle 

CAD' = GBE. 
La droite AD' fera, avec la droite CB, un angle AD'B 
plus grand que l'angle ADB, qui forme l'inclinaison de U 
droite AD sur CB ^ car on a évidemment 

C + CAD'>C + CAD. 
Par conséquent , 

AD > AD". 
Mais, d'après ce qui précède , 

AD'>BE; 
donc, à fortiori, 

AD > BE. 
3». Soient 

AD==BE et 5^«=5B.A 
DAC EBC 
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ou, ce qui revient au mèmu, 

PAC _ EB 

CAB ~ EBA ' 

je dis que l'on aura 

CAB = CBA. 
Car supposons que l'on puisse avoir 



ei, d'après ee qui vientd'être démonirë , on devrait avoir 

AD^BE. 

Mais , par hypothèse , 

AD = BE; 
donc 

A= B- C. Q. F. B. 

Cas pardctdier. Si les bissectrices de deux angles d'un 
triangle sont égales, le Iriangte est isocèle. 

M. E. Lavelaîne de Maubeuge (lycée de Montpellier), 
construit un triangle , connaissant la base , la hauteur et 
la bissectrice de l'angle opposé à la base, et démontre 
ensuite : i" que deux triangles ABC, A'B'C sontégaux 
lorsqu'on a 

A = A', BC = B'C'i 
bissectrice AD = bissectrice A'D' ; 
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a" dans uu triangle roctiligiio, au plus pcUl angle cor- 
respond la plus grande bissectrice, à l'angle moyeu la 
moyenne bissectrice, et au plus grand angle la plus pe- 
tite bissectrice. 

Soit, dans le triangle ABC , 

B>A; 

alors 

bissectrice AD>- bissectrice BE. 

En effet, 

Âd'= AC.AB - DC.BD, AC > BC, 
îfc' = BC.AB — EC.EA; 



AC.AB >BC.AB 


^*- AB + BC' 


BD = 


BC.AB 
AB+AC 


dODC 


EA > ED. 






On verra de nièmc 


que 

EC>DC; 






donc 


EC.EA>DC.BDi 






par conséquent, 









Ensuite M. Lavelaine résout ta question aSp à peu près 
comme ci-dessus. 
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fiTUBB GÊOMÉTRIQVB SUR LES REPTOIRES (suite «t&n) 



Pab m. PROUHET, 

Profoîieur. 



Pkoblème VII. Connaissant la reptoire et l'une de ses 
génératrices, trouver Fautre. 
Pig. 4- 
/ 




Soient A la courbe fixe et R la reptoire {fig- 4) ■ Sup- 
posons le problème résolu , et soit B la courbe rampante 
placée quelque part dans le plan, avec l'orientation qu'elle 
conserve dans tout le cours du mouvement. Appelons N 
le point décrivant. 

Lorsquele point M vient en contact en un pointM'de A, 
la droite NM coïncide avec N' M' qui lui est égale et paral- 
lèle. En outre , les tangentes aux deux courbes aux points 
M' et N' sont parallèles. De là la construction suivante : 

Ayant pris à volonté un point N' sur la reptoire et un 
pointa sur le plan, cherchez sur la courte A un point M' 
tel, que la tangente à la courbe A en ce point soit pa- 
rallèle à la tangente à la reptoire un N'. Menez NM 
(•gale et parallèle n!^' M': M sera un point de la courte 0. 
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Remarques. I. Cette construclion renversée permet de 
tracer la reptoire par points sacs faire mouvoir la &• 
gure B. 

II. 11 y a réciprocité entre les courbes A , B et R. Si 
l'on obtient R en faisant ramper extérieuremeTU'Q sur A, 
on aura A ou B en faisant ramper intérieurement B ou A 
surR. 

§ II. Dumouvement de reptation sous^ojitraire. 
Fig. 5. 




Définitions, l. Soient {fig- 5) ABun arcdecottrbe;M 
son milicit d'amplitude, c'est-à-dire le point qui le partage 
en deux arcs d'égale amplitude; TS la tangente à AB au 
point M; A'B'unarcsymétriquede AB par rapport à TS. 
Si l'on fait ramper A' B' sur son égal Ali , on dira que 
l'arc AB rampe sous-contrairement sur lui-même. 

U. La reptoire engendrée sera dite elle-même waeirp- 
toirc sous-contraire. 

m. Le point M sera dit centre de reptation. 

Remarques. I. Le mouvement de reptation amène tour 
à tour A' en B et B' en A . 

II. Si l'on fait ramper une courbe fermée B sur son 
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égale A, le mou^emont de reptation pourra être con- 
sidéré comme sous-contraire; car il est clair que les 
diverses courbes symétriques de A par rapport aux tan- 
gentes de celle-ci présentent toutes les orientaUons pos- 
sibles, et, par suite, qu'il y en a une orientée comme la 
courbe B. Il n'en est pas toujours ainsi pour une courbe 
ouverte. 

Théoseiie VII. Lorsquela courbe AB {fig- 5) rampe 
sous-contrairement sur elle-même, si l'on' prend pour 
point lièirivant le point de rencontre des normales ex- 
trêmes, la reptoire engendrée sera symétrique par rapport 
à ta bissectrice 00' de Vangle AOB des normales ex- 
trêmes. 

Soient MD et MC deux arcs d'égale amplitude pris sur 
la courbe AB; MD', MC deux autres arcs symétriques 
des premiers par rapport àTS, et, par conséquent, aussi 
d'égale amplitude. 

Le point C étant amené en D par le mouvement de 
reptation , O' sera amené en O" k l'extrémité d'une droite 
O'O" égale et parallèle à CD. De même, D' éunt 
amené en C , O' passera à l'extrémité de la droite O' O" 
égale et parallèle è D' C. 

Mais C'D^CD', et, de plus, ces deux droites sont 
également inclinées sur l'axe de symétrie TS. 

Donc O'O" et O'O* sont égales et également inclinées 
sur OO'. Donc O" et O" sont symétriques par rapport à 
OO', et, par suite, la reptoire a tous ses points symé- 
triques deux à deux par rapport à l'axe 00'. c. q. f. d. 

Remarques. I. Les deux normales extri^mes de la rep- 
toire sont égales entre elles , et égales à la somme des nor- 
males extrêmes OA et OB de la courbe primitive. 

II. La normale OO' de la reptoire est double de la 
perpendiculaire abaissée sur la tangente menée à AB par 
le milieu d'amplitude de cet arc. 

Am. dé Nalhémal., t. Xl[r. (Sepl. iSS^O 33 
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m. Sî l'on imagine une courbe, telle qu'une ellipse, 
ayant deux axes de symétrie et quatre sommets, si l'on 
prend pour centre de reptation le milieu d'amplitude de 
l'arc compris entre deux sommets consécutifs, on obtien- 
dra une reptotre ayant quatre axes de symétrie et liuit 
sommets. Cette reptoire, qu'on peut appeler du premier 
ordre, fournira une reptoire du second ordre ayant huit 
axes de ^métrie et seize sommets, et ainsi de suite. 

IV. Soit 3 A la longueur comtnune des grands axesdc sy- 
métrie de la n''"* reptoire , et a B la longueur des petits 
axes. Si a A est un rruiTÙiium absolu et 9 B tm minimum 
absolu parmi les diamètres de la reptoire, alors il est clair 
qne celle-ci sera comprise entre deux circonférences de 
rayons A et B, Ces deux circonférences, divisées par a", 
ilonneront deux limites comprenant la courbe primitive. 

Pour que A soit un maximum absolu et B un minimum 
absolu, parmi les rayons vecteurs de la reptoire (le 
pâle étant au centre de la courbe primitive) , il suffit que 
le rayon vecteur soit continuellement croissant ou dé- 
croissant d'un sommet de la reptoire au sommet voisin. 
Mais celte condition n'est pas indispensable. 

Ces restrictions ne sont pas mentionnées par licrnoulli 
pages 4^7 et suivantes, page 44^. A cette époque (1707), 
il n'applique ses théorèmes d'approximation qu'à des arcs 
de courbe avec lesquels il parvient à composer une couiIn; 
de forme elliptique, ce qui n'est possible que sî l'ampli- 
tude est une partie aliquotc de a n. On verra plus loin 
qu'on peut se passer de ce procédé, et Bemoulli lui-mènie 
paraît y avoir renoncé. 

Pboblèhe VIII. Transformer un arc de courbe en 
(^autres arcs d'égale longueur, mais d'espèces d^- 
rentes. 

En faisant ramper sous-conirairement l'arc proposé, 
on obtient une reptoire double en longueur, mais par- 
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lagée en deax parties égales par un axe de symétrie. Une 
de ces parties résout le problème proposé. En opérant sur 
ce second arc comme sur le premier, on en obtiendra un 
troisième, et ainsi de suite. 

On résout encore le problème en faisant ramper inté- 
rieurement l'arc donné sur un autre ou semblable et de 
longueur double. 

Remarques. I. Si la courbe proposée est algébrique, 
il en sera de même de la reptoire, car Téquation de cette 
dernière s'obtiendra par une élimination entre des équa- 
tions algébriques. 

II. Lorsque la courbe proposée est uu cercle, la rep- 
toire est aussi un cercle, et l'une des conditions du pro- 
blème n'est plus remplie î mais on peut procéder k cet 
égard de la manière suivante : 

Soit x*-^ y* ■:= a* l'équation d'un cercle; construisons 
une courbe donnée par les écpiations 



ç=- 



Sfl' 



Le calcul montre que la différence entre la longueur d'un 
arc de la nouvelle courbe commençant à t'axe des y et celle 
d'un arc du cercle commençant au même axe et terminé 
au point (x,y) s'exprime par une quantité algébrique. 
Quand /= o, la partie algébrique disparaît, et l'arc de 
la nouvelle courbe est égal au huitième de la circonférence 

proposée, ou à une circonférence ayant pour rayon g> 

rayon qu'on peutconaidérer comme donné. 

m. En faisant ramper l'un sur l'antre deux arcs sem- 
blables à un arc donné a , l'un égal k ma , l'autre à na ^ 
on obtiendra une reptoire ^ale à (m~k-n)a, ce qui per- 
mettra de transformer un arc en un autre, en général d'es- 
pèce différente, ayant un rapport donné avec l'arc pro- 
posé , et cela d'une infinité de manières. 
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TaÉORÊME IX. Soient AB [fig. 6 {*)] un arcconvexe; 
OA,OB ses normalesextrémes : rs, son amplitude. Sil'on 
suppose qu'un rayon vecteur, couché d'abord sur OA et 
se mouvant vers OB , en ayant son extrémité sur Parc, 
soit toujours croissant, on aura 
(i) âroAB< o.OB. 

(a) iircAB>o.OA. 

FIg. 6. 




Décrivonsdu point O, avec OA pour rayon, l'arc decer- 
cle AD qui renconireOB en D, et, avecOB comme rayon, 
l'arc BC qui rencontre OA prolongé en C. D'après l'by- 
pothèse, l'arc AB devra être compris tout entier dans le 
quadrilatère mixtîligne ACBD. 

Si l'on mène AE ungente à l'arc AB et, par suite, 
perpendiculaire à AO, on aura 

arcAB<AE + arcEB. 

Mais la perpendiculaire AE étant moindre que l'oblique 

EC et, à plus forte raison, que l'arc CE, on aura 

arcAB<arcCE -f-arcEB, 

<arcCB, 

ou bien 

arc AB<o.OB. 

(*) lls'eal gliué dtaa celte figure quelques inoiBcliludp* que le lerteuc 
earrigere facUeni«nt en t'oidanl des iudicilions du leile. 
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Pour démouiier la seconde partie, i-eplions la ligure- 
autour de OB : noua aurous, parce que l'arc ABA' enve— 
lopjM! l'arc ADA', 

arc ABA' > arc ADA', 
2 arc AB > a arc AD, 
areAB>o.OA. 
Remarques. I. Si du pointO on abaisse des perpendi- 
culaires sur les diverses tangentes à l'arc AB, )e lieu des 
pieds de ces perpendiculaires sera un arc tangent à AB 
aux poinu A et B, et dont tons les autres points seront 
en dehors de AB. 

!!■ Le rayon vecteur du nouvel arc sera, comme celui 
de l'arc primitif, croissant de OA vers OB. 

Cette remarque, conséquence de la règle ('"), pourme- 
ner les tangentes à ces sortes de courbes , nous dispensera 
plus tard de chercher l'équation de la reptoire. 
Fiff. 7. 




Lbhub. — è3{fig. 7) est un arc de courbe d'une am- 
plitude xs, et dont les normales extrêmes se reitcontrent- 

{') Ri(;a*KD, Noufellct Ànimlei, lome II, page 4^**' 
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aapoint O. AQ et AD sont des arcs d'amplàudes complé- 
mentaires a et a — a. /« point O' est le point de la 
reptoire sous-contraire gui correspond au point Cl Enfin, 
OP, OQ, OR sont des perpendiculaires abaissées sur 
les tangentes à h^et à sa reptoire , menées par les poiats 
C, D et O'. Je dis qu'on a 

oa = OP + OQ, 

En effet , dans le mouTement de repUtioD , la Ungeute DQ 

vient coïncider avec la tangente CP et OQ avec O' Q' 

perpendiculaire k CP. D'ua autre c6té, O' R ungente à 

la reptoire est paraître à CP. On a donc, à cauae du rec- 

ungleRO'Q'P, 

OR = OP + PE = OP-+-0'Q'=OP-«-OQ. c. q. f. h. 

Remarques. \. Si l'on pose 

OP = P{«), 0Q = P(«9 — a), OR=P,(«), 
Te théorème que nous venons de démontrer s'exprimera 
par r^alil^ 

P,(«}=P{«}+P(«»-»)- 

U. Supposons que la première reptoire en engendre 
uue seconde en rampant sous-contrai rement sur elle- 
même, le centre de reptation étant le milieu d'amplitude 
de l'arc compris entre deux sommets consécutifs; que la 
seconde en engendre de la même manière uue troisième, 
et ainsi de suite. Désignant par P„ ( a) la perpendiculaire 
abaissée du centre sur une tangente à la n'*"' reptoire, 
nous aurons 

p,(a) = p,(.)+p,(|-.), 

puisque ~ est l'amplitude d'un élément [*) de la pre- 
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mière l'cptoïre ; mais 

P,(a) = P(.) + P(,= -a), 
Donc 

Oh trouvera, pourlan''''"reptoire,ca posant a"= am, 

p.(.)=p(.)+p(^-.)+p(i+.) 
-(ï-")-(ï-) — 

H-pf ^ -a +«| +P(o — a). 

m. Si l'oD suppose allematÎTement a = o, a = — j 
on aura 

p,,= r H""'"*fcv(-) ' 

TstoKÈMS X . Les ménies hypothèses et notations étant 
conservées, comme aux théorèmes précédents, F arc AB 
est compris entre deux arcs de cercle d'amplàude o et 
ayant respectivement pour rayons 

P. (o) ^'(t^) 



pourvu que la longueur désignée par P„ (a) soit con- 
stamment croissante ou décroissante lorsque Vangle « 
varie deo h— ■ 
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Eu eflet, ai P„ (a ) est constamment croissant ou dé- 
croissant [ihéor. IX , Rem. U) , il en résalte que le rayon 
vecteur de la n'*** reptoire est lui-mâpue ctHistammenl 
croissant ou décroissant pour tout un élément de cette 
reptoire : ses valeurs esirênics sont donc P„(o) et 

Pi. ( — 1 > et, comme l'élément delà n'*"' reptoire apour 

amplilnde — > on en conclut que cet arc est compris 
entre 

ce qui démontre le théorème, puisque l'élément de la 
n''"" reptoire est égal à AB et que les limites précédentes 
peuvent s'écrire 



Hemaitfues. I. — ^ estunemoycnneariihmélîcpic 

•entre les longueurs des perpendiculaires abaissées du 
point O sur les côtés de rang pair d'un polygone équiangle 

P (o) 
de a m -1-1 côtés circonscrit à AB. — ^—^ représente aussi 

une moyenne, en ne comptant que pour un seul terme la 
demi-somme des normales extrÊmcs. 

Du théorème sur les rayons de courbure des reptoires 
f 4i II)i il résulte que pour des reptoires d'un ordre de 
plus en plus élevé la courbure diminue déplus en plu», 
de sorte qu'un élément de la reptoire diffère de moins en 
moins d'une ligne droiieoud'un arc de cercle de très-grand 
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rayon. On voit donc que si n augmente indéfini men t , la 
fonction P„ [a) doit finir par remplir la condition énoncée, 
c'est-à-dire être tonjours croissante ou décroissante quand 
on passe d'un sommet de la n'*"" reptoire au sommet voi- 
sin. Le théorème est donc vrai pour n = eo , et, par 
suite , 

Un arc de courbe ÂB, reiaplissantles conditions énon- 
cées plus haut , est égal à un arc de cercle de même am- 
plitude et ayant pour rayon la limite de la moyenne des 
perpendiculaires abaissées du centre d'amplitude de l'arc 
AB sur les côtés d'un polygone équiangle circonscrit à 
cet arc. 

II. Dans tout ce qui précède on a supposé m = a"~'; 
mais, en écartant comme nous l'avons toujours fait , le cas 
des points singuliers, des courbes sinueuses, etc., les 
diverses fonctions que nous avons considérées doivent 
être ou finir par être toujours croissantes ou toujours 
décroissantes dans les limites où nous les faisons varier. 
De sorte que, si elles remplissent tes conditions énoncées 
pour 77* = a""', quel que soit n, on conçoit qu'elle» les 
rempliront encore lorsqu'on supposera m égala un nombre 
entier quelconque. 

III. Soit AB = s un arc d'amplitude u. Partageons-le 

en m parties d'égale amplitude — t et désignons par p la 

perpendiculaire abaissée du centre d'amplitude sur la 
tangente menée en l'un des points de division. On aura ^ 
d'après ce qui précède, 

s = hlDra- -î-^ lirai /> — > 

et, par conséquent. 



-j: 
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Cette formule a été donnée par Bcrnoullî (tome IV, 
page 89) sans démonstraiion ; mais il dît qu'elle est une 
conséquence de la théorie des reploires, ce qui montre 
qu'ilconDaissaitleth^rèmeX, dont l'énoncé ne se trouve 
pas cependant dans ses Œuvres. 

Lorsque les perpendiculaires ne sont pas abaissa dn 
centre d'amplitude, il faut, pour avoir la longueur de 
l'arc f, joindre k l'intégrale précédente une partie algé- 
brique, que le lecteur trouvera sans peine. 

Cette forniule se trouve aussi dans Legendre {Fonc- 
tions elliptiques , tome II, appendice). M. Faure l'a aussi 
démontrée dans les Nouvelles Annales, t. XI, p. 397, 
ù propos d'une formule relative aux surfaces. 

Applications. I. Lorsque la courbe Â6 est un quart 
d'elHpse, ou trouve, en désignant ses axes par a a et 
ai, 



P (a) î= ^a'coi'a ■+■ é'sin'a, 

et la fonction P„ (a) se décompose en biudmes, dont cha- 
cun est décroissant de a ^ o à — si l'on a a^ b. Le théo- 
rème X est donc applicable à l'ellipse, quel que soit n; 
mais on peut le présenter sous une autre forme. 

Prenons sur une même droite C) CD = i, DE^a, 
et décrivons sur CE comme diamètre une demi-circonfé- 
rence. Soit l'arc CM ^ aa; on trouvera facilement que 
DM= v''''cos'a-|-6*sin'a=P(«). 

Cela posé, part^eons la demi-circonférence en 2'^ am 
parties égales. Numérotons les points de division à partir 
deA,o, I, a,..., am, et désignons par p^i P\i etc., les 



( ■ ^ Le lecteur ebt prie de (aire la Heur 
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rayons vecteurs correspondanu. Enfin soient 

„_f,+/^ + .^.. + P.^,. 

le péritoètre entier de l'ellipse sera compris entre deux 
circonférences ayant pour rayons Mg et Mi. 

If. De là ce corollaire : La moyenne des distances d'un 
point pris dans l'intërietir d'un cercle â tous les sommets 
d'un polygone régulier d'une infinité de c6tés inscrits 
dans ce cercle , s'obdent en divisant par a n le périmètre 
d'une ellipsequi aurait pour demi-axes la plus grande et la 
plus petite distance du point considéré à la circonférence. 

Le cas de b:=o fournit aussi un théorème intéressant 
que noua n'énonçons pas et qui permet d'approcher in- 
définiment de ir. 

in. En appliquant le théorème X à des courbes recti- 
fiables , on aura , suivant la remarque de X.eibnitx, de nou- 
veaux moyens d'approcher du rapport de la circonférence 
au diamètre. 

Ces exemples suffisent pour montrer les avantages que 
peut ofirir la théorie de Bemoulli , comme instrument de 
recherches ou de démonstration. Au rest^ suivant une 
remarque qui nous a été communiquée par M. Terquem, 
cette théorie est susceptible d'une grande extension. 

Si , sur une surface S , on trace une courbe C , et qu'on 
fasse mouvoir une surface S' parallèlement à elle-même ,. 
de manière qu'elle touche constamment S en un point 
de la courbe C , chaque point de S' décrira une courbe, 
gauche en général , et qui devra jouir de propriétés ana- 
logues â celles des reptoires. Si l'on imagine que la sur- 
• face S soit engendrée par le mouvement d'une courbe G 
qui changerait de forme et de position suivant une loi 
donnée, el qu'on fassp tour à tour ramper S' suivant 1rs 
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diverses génératrices de S, l'ensemble des rcptoires en- 
gendrées par un même point de S' formera une surface 
qu'on pourrait nommer reptortah, et dont il serait inté- 
ressant d'étudier les relations avec les deux surfaces qoi 
luidonnent naissance. Peut-être reviendrons-nous sur ce 
sujet. 

RESTIONS SUR L4 PERSPECTIVE-SELIEF. 

I] n'y ■ qu'un point indivùiblo qui toil le 
Térilahle lien de TOir les tableani ; les aulrei 
Bunt tropprùa, trop loin, trophint, trop bcs. 
La perspective l'enseigne dans l'art de la pein- 
ture. Mais dam U fcritë et la morale , qni 



1. Soient A,, A|, At,et4:., une série de points en ligne- 
droite, et a,, a,, a,, etc., une série de points aussi en 
ligne droite, et telsquelcsdroites Ati,, Aid,, Aid,, etc., 
passent par le même point O. Qu'une série de plans paral- 
lèlesentreeuxsoient menés par les points Ai, At, Ai, etc., 
a,, at,at, etc^Désignonsces plans par les noms plan Ai , 
plan A| , etc. Supposons des figures quelconques tracées 
dans les plans A; mettons la 6gure A, en perspective 
sur le plan a, ; la figure A, sur le plan a, , et ainsi de 
suite. Nommons modèle te système des figures A , et 
perspective-relief ou bas-relief le système des figures 
perspectives a. Il s'agît de démontrer géométriquement 
et analytiquement : 

i". Trois pointa en ligne droite, dans le modèle, sont 
en ligne droite dans le bas-relief; 

a". Ces deux droites, modèle et bas-relief, se ren- 
'contrenli 
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3°. Tous les points de rencontt'e analogues sont sur 
un même plan , dit plan d'homologie ; 

4°. Quatre points sur un même plan quelconque dans 
le modèle sont sur un même plan dans le bas-relief; 

5''. Les intersections de ces deux plans , modèle et bas- 
relief, sont sur le plan d'homologie; 

6*^. Les mêmes propriétés subsistent si les plans a 
toujours parallèles entre eux ne sont plus parallèles aus 
plans A ; 

•y". Si le modèle est une surface de degré n, le bas- 
i-elief est une surface de même degré. 

Observation. Le célèbre graveur Abraham Bosse (*), 
dans son Traité des pratiçues géométrales et perspec- 
tif es (r665) , donne des règles de bas-relief qu'il dit tenir 
de son ami Desargues. Les ennemis de ce grand géomètre 
demandèrent que Bosse lit disparaître ce nom des ouvrages 
qu'il publiait sous les auspices de l'Académie; il répon- 
dit : qu'en bomine d' honneur il ne devait et ne pouvait 
ôter ce nom. On a ru parfois des géomètres éviter avec 
soin ta nécessité de faire une telle réponse en ne nom- 
mant personne. C'est très-pnideni et fort commode. 
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beau. AdopUQt celte définition, nous avons devant nous 
un très-bel ouvrage. La tWnrie générale des éqaations , 
c'est l'unité, la pensée dominante. Les coogruences de 
Gauss , les subsiituiiou» combinatoires de Cauchy et Ja- 
cobi , quelques propriétés des nombres et même des pro- 
positions de géométrie incidemment liées à la théorie 
générale, forment cette diversité qui facilite le travail. 
Altemis facilis labor, dit le cbantre de l'agriculture. 
Cette Algèbre supérieure est-elle complète? Non. On y 
cherche vainement la théorie des déterminants qui cir- 
cule aujourd'hui dans toute» les parties de la science; 
vainement la théorie des homogènes, des formes, qui 
présentent l'analyse sous un aspect tout nouveau. Nous 
signalons d'autant plus volontiers ces fâcheuses lacunes, 
qu'elles peuvent être facilement remplies avec ce ulent 
d'exposition, cette supériorité de vue et de spontanéité, 
types du génie analytique du célèbre auteur de Vjilgèbrc 
supérieure. C'est un complément qu'on a droit de récla- 
mer et qu'on peut espérer d'obtenir. Voilà ce qui est oi- 
core à lÛsirer. Montrons ce qu'on a obtenu : Faisant l'in- 
ventaire de l'ouvrage, on verra que tous les géomètres 
qui voudront lire , et pour ceux*ci seuls il est possible 
d'écrire, pourront connaître l'état actuel de la théorie 
cquadonnclle -, les travaux de Gallois, d'AbeI,de Cauchy 
sur celte partie de la science. Mais avant d'aller plus 
loin , il est juste de reconnaître qu'en trente leçons le 
savant professeur ne pouvait pas épuiser le sujet, et qu'on 
lui doit de la reconnaissance pour le grand nombre de 
faits analytiques qu'il a décrits et développés. La pre- 
mière leçon (i-ii) roule sur les fonctions symétriques. 
Toute équatiou a une racine. Cette proposition a été long- 
temps admise sans démonstration. Euler et d'AlcmbeH 
ont compris qu'il fallait une dcmonstration , et ont pré- 
senté des essais. M. Gauss a réussi ; depuis, M. Cauchy a 
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développti le procédé de M. Gauss , et MM. Liouville et 
Stnrmont ëclairci ce développement. Ces travaux éunt 
maintcnantcxposés dans des Traités élémeotaîres, M Ser- 
re! n'en parle pas : c'est à regretter^ car un esprit aussi 
lucide, aussi investigateur, ne touche à rien sans l'amé- 
liorer. L'existence d'une racine entraîne l'existence d'au- 
tant de racines qu'il y a d'unités dans le degré de l'équa- 
tion. Chaque racine est évidemment fonction du degré et 
des cocRîcîents de l'équation : fonciion d'une nature Irans- 
cendaote, entièrement inconnue, et qui devient algé- 
brique pour les quatre premiers degrés, et même pour 
tous les degrés, lorsqu'il existe certaines relations entre 
les coefficients, et Gallois a le premier établi que , lorsque 
ces fonctions sont exprimables en radicaux, ou peut 
toujours les trouver. Quoi qu'il en soît, les coefficients 
de l'équation sont des fonctions symétriques de ces ra- 
cines, combinées une à une, deux à deux, etc., selon une 
observationdc Newton. Encombinantcescoefficientsentre 
eux par voie d'addition et de multiplication, ou pourrait 
en déduire, mais d'une mauière pénible, tonte fonction 
symétrique en fonction des coefficients de l'équation. 
Newton a indiqué la méthode récurrente pour trouver 
directement la somme des puissances des racines ; et comme 
on peut toujours trouver le terme général d'une série 
récurrente, on a donc aussi la méthode indépendante. 
MaisWaringa découvert par induction la loi, ctTa ensuite 
démontrée en faisant voir que, si elle est vraie pour un 
degré donné, elle subsiste aussi pour le degré suivant; 
mais M. Serrct, dans la Note (page 43 1), dérive cette loi 
d'une formule i]ue Lagrange a donnée pour calculer la 
somme des puissances négalives des racines, formule 
qu'il déduit du coefficient de x" dans le développement 

selon les puissances croissantes de or, de rr-, — .j 
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u est une constante. Remplaçant x par - el applîquanl 

la formule de Lagraugc , ou parvient d'une manière assez 
laborieuse àcellede Warîng. 

Toute cette Note appartient à M. Genoccbi (Nouvelles 
Annales, tome XII, page a6o). Pourquoi ne l'avoir pas 
cité? Le même analyste nous a envoyé une nouvelle dé- 
monstration fort simple , très -ingénieuse , d'un théorème 
de M. Cauchy, que nous donnerons par la suite (ibid, 
page 369) , ainsi que ce beau théorème, que nous devons 
à M. le professeur Brioschi : 

Soit l'équation 



(r-,)«, 



Lorsque r>n, on fait 



Les séries récurrentes étant représentées par une suite 
indéfinie d'équations périodiques du premier d^ré, les 
déterminants cramériens apparaissent naturellement. En 
combinant par additions et multiplications les sommes 
des puissances semblables, on obtient l'expression des 
fonctionssymétriqueserjtinejenfonctians de ces sommes. 
La forme iniiépendante a été donnée par Waring [Nou- 
velles Annales, tome VIII, page 77). M. Serret dé- 
montre cette formule de la même manière que Warîng, 
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en faisant usage d'unie notaliou dîirérente (Note II, 
page 442). On trouve 



=2(- 



''r(2)''r(3)'... ri''*T(l,l,...l,}; 



jTijXg,... , X, sont i racines de l'équation. 

et,, Kl,..., cCi sont des nombres positifs entiers; les 
sommes S peuvent avoir un seuMndice S„,. $«,, ou bien 
deux indices Sa,+a,, Sa, -j. a, , etc . , nu trois indices et au 
plus I indices Sa,-t-<',-t-K,-t-...-t-ai' Cousidérons un seul 
terme de la somme £ cbercbée. Représentons par X, le 
nombre des S à un indice ; par X, le nombre des S à deux 
indices, et ainsi de suite ; comme il n'y a en tout que {'in- 
dices et que nous supposons ces indices tous dilTérents les 
uns des autres, on a évidemment 



T (X, }.%... X)) représente la fonction symétrique en S du 
terme qui renferme X, fois des S à un indice; l* fois des 
Sa deux indices, etc. Parexemple, soiti = 4 î T (1,0, i,u) 
a pour type S^, Sa:,-t-x,~i-it, ^t pour développement 

Les r désignent des produits conlinuel.s ; ainsi 

r(4)=i.a.3.4, 

et le signe Z du second membre se rapporte à l'équation 
en t donnée ci-dessus. Il est évident que X,- ne peut avoir 
d'autres valeurs que zéro et i , et dans ce dernier cas tous 
les autres X sont nuls. Cette notation rend plus facile la 
An. Je Mt:A/m<u., (. Mil. (Sert. iSSj.) ^3 
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ilémonstratiun du Waring, savoir, que si la formule* est 
vraie pour i, elle subsiste également pour j + i . N éUot 
le nombre de termes qui composeut T (Xi Xi . . , 2,), on » 

N= ' -— -^ — 

r(a)i. r(3)V..r(,-+,/'r(l. + .)r(l. + ,)... r(W.} 

Si, parmi les indices, f<t, sont égaux à et, , u, à a,, etc., 
il faudra diviser le second membre de l'équation ci-dessus 
par r (fi,-l- i) r {«,4-3), etc. 

Si l'on a 



a obtient 



'r(i, + .)r{l,+ i)...r{l,.-( 



S est toujours relatif à l'équation X,+ 2it-f-..,+ rJj = (, 
et au moyen de cette dernière formule, on peut calculer 
un coefficient quelconqae de l'équation donnée , en fonc- 
tion des sommes des puissances semblables des racines; il 
suffit de faire a ^ i . 

Nous ajouterons ici une observation qui est souvent 
utile. Soient 



on peut trouver en fonction de x , une fonction symétri- 
que quelconque des^; car, dans l'équation 

(•-^■.)(>-J.).-.(>-J-.)---=o, 

tous les coefficients sont connus , au «oyen des dérivées 
de Téquation donnée. 
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La seconde leçoD f i5-3a) est uoe coiiiinualioii. On in- 
dique la méthode de Waring pour calculer une fonction 
symétrique entière en fonction des coefficients de l'éqna- 
tion , mais pour des cas particuliers seulement, et on ne 
démontre pas la formule générale (voir Nouvelles an- 
nales, i. Vin, p. 78). 

Méthode de M. Cauchy pour calculer une fonction 
symétrique entière; très-belle sous ie point de vue théo- 
rique, mais d'une pratique fatigante: celle de MM. Des- 
mara et Abel Transon semble préférable de Waucoup 
{NouveUes Annales , t. IX, p. 75), 

Le dernier lerme de l'équation aux carrés des diffé- 
rences occupe une place importante dans cerlaines re- 
cherches analytiques et géométriqurs (*), 

On indique le procédé de M. Cauchy pour déduire ce 
dernier terme relatif à l'équatit»! de degré n du terme 
analf^e et relatif à l'équation de degré » — i , et dans une 
Note (p. 47a) on lit une méthode nouvelle, qui semble 
fondée sur la méthode indiquée par M. Joachimslhal 
[Nouvelles Annales, t. IX, p. 98} et même ne pas en 
différer essentiellement. 

La troisième leçon (page 33-48} contient le moyen de 
calculer l'équation qui a pour racines une fonction ra- 
tionnelle et non symétrique des racines d'une équation 
donnée , et la méthode de Lagrange pour calculer l'équa- 
tion aux carrés des différences. On éublit ce théorème 
donné et démontré par Wantzel : 

Toute fonction rationnelle non entière de plusieurs 

racines d'une équation peut étie remplacée pat- une 

fonction entière des mêmes racines (Nouvelles Annales, 

tome IV, page 61, note). 

Application à l'élimination, degré de l'équation résul- 

(*) Le diteriminatii dm gi'omèlres BuglaU. 
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tante, et dans liis cas particuliers, la méthode Minding 
pour déterminer ce degré (Note VI, page 465). Cette 
méthode est fondée sur le parallélogramme de New- 
ton, analytiquement arrangé par Lagrange (Lacroix, 
Calcul différentiel , lomel, page io8, a' édition; 1810). 
Application à deux équations à deux inconnues (*). On 
choisit pour exemple deux équations incomplètes, l'une 
du sixième degré et l'autre du treizième, et le procédé 
Minding donne une équation Unale du cinquante-hui- 
tième d^ré (page 47^ ) , et l'auteur ajoute : « La limite 
assignée par le théorème dçBezout est6.i3 ou 78 ». Cela 
est vrai pour le théorème général, mais Bezout indique 
aussi les cas particuliers où le degré s'abaisse. Il est h 
regretter que M. Serret ne se soit pas euquis de la mé- 
thode d'élimination de Bezout, dite du polynôme-multi- 
plicateur, qui me semble la plu£ générale , la plus exacte, 
/a plus conforme à l'état de la question ; car l'équation 
finale n'est autre chose que la somme de toutes les équa- 
tions données multipliées chacune par un polynôme tel, 
que dans l'addition toutes les inconnues, hormis une 
seule, disparaissent. La détermination des degrés et des 
coefficients de ces polynômes multiplicateurs ne dépend 
que de la résolution de systèmes d'équations du premier 
degré i les autres méthodes en usage sont même défec- 
tueuses en ce qu'elles ne donnent pas les valeurs infinies 
qui correspondent à des valeurs finies. 

Exemple. Soient deux équations complètes du second 
degré à deux inconnues x el y, l'équation finale en x 
et celle en y ont respectivement pour premiers termes 
M:r*, My', de sorte que, lorsque M = o, x* et^* dis- 
paraissent simultanément, et les équations ne peuvent 



<■) Voir 1* Ihcoi^mp de M. Vin 



■□me IV, pie«s 199 
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désigner lu casoùx' disparaissam, y* rcsU-. Cela n'ar- 
rive pas dans la méthode de Bezoot. 

Avant de <juitter ce sujet, je solliciterai l'explication 
d'une difficulté relative à l'élî mi nation. 

Soient n équations complètes à n inconnues: la pre- 
mière équation de degré fn,, la deuxième de degré m,,... , 
la n'*"' de degré /«„ ; les coefficients sont présentés par des 
lettres. Supposons que l'on ait éliminé n — i inconnues. 
L'équationfiaale, étant la plus générale possible, doit s'ap- 
pliquer à tous les cas particuliers et les comprendre tous. 
Or c'est un cas particulier lorsque l'équation de degré m, 
est le produit de m, facteurs linéaires ; l'équation m, , le 
produit de m, facteurs linéaires, et ainsi des autres; dans 
ce cas , il est de toute évidence que le système admet 
m, m|/R, ...m„ solutions, car on a autant de systèmes 
d'équations du premier degré. Chaque inconnue est donc 
susceptible d'autant de valeurs et pas davantage, cl l'é- 
quation finale générale devant donner toutes ces valeurs, 
doit donc monter au moins &a degré m, intmt..,m„. Si 
l'équation finale générale était d'un degré plus élevé 

il faut que dans le cas particulier que nous avons considéré, 
on ait 9 ^ o , c'£5t-à-dirc les q premiers termes devraient 
disparaître; ce qui annonce qu'outre les 7nimi7ng...m„ 
valeurs, il y a encore ç valeurs infinies: les systèmes d'é- 
quations linéaires seraient donc satisfaits par plus de 
m, mi mj . . . m„ valeurs , ce qui est impossible ; donc ^ est 
zéro dans le cas général , et l'équation générale finale est 
nécessairement de degré m, m^ nt^... m„. Voici mainte- 
nant ma difficulté. Ces considérations si simples se sont 
sans doute présentées à bien des géomètres qui ne les ont 
pas produites, parce que leraisonnement renferme quelque 
vice. Quel est ce vice !• 
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On a omis une propriété foudaraeniale des fonctions 

aymëtriques , démontrée par M. A. Transon (NoittvlIe$ 

Annales, tome IX, page 83), propriété essentielle qui 

fait comiaitre le degré des lieux géométriques. 

[La suite prochainemeM.) 



GRiNB GONCMIRS H 1854 (6n) 



CLASSE DE LOGIQUE. 

I DES LETTRES. 



Première question . Démontrer que , si l'on fait tourner 
tm parallélogramme successivement autour de deux côtés 
■on parallèles, les volumes engendrés seront en raison 
inverse de ces côtés. 

Seconde question. Calculer le côté d'un losange, sa- 
chant que ce côté est égal à la plus, petite diagonale, et 
({ue la surface du losange équivaut à celle d'un ceircle de 
io mètces de rayon. 

CLASSE DE SECONDE. 

SECIIOK DBS SCIEHCBS. 

Première question. Inscrire dans une sphère un cône 
dont la surface convexe soit équivalente à celle de la ca- 
lotte sphérique , se terminant au même cercle. 

Seconde question. Calculer les côtés d'un triangle, 
sachant que le périmètre est égal à i'",ao, et qne deux 
angles ont lespeciivemcnl pour val«ur 35''i7'i5'' et 
6a"43'3o''. 
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CLASSE DE TROISIÈME. 

SECTION DES SCIEKCES. 

Première question. Etantdoniië un triangle quelconque 
ABC, on diminue le côté AC d'une quantité arbitraire 
AA', et l'on augmente le côté BC d'une quantité égale BB'. 
Démontrer que la nouvelle base A'B' sera coupée par 
l'anci^ine dans le rapport inverse des câtés primitifs AC 
eiBC. 

Seconde question. Calculera moina d'an millimètre, 
et sans le secours des logarithmes , la circonférence qui a 
pour rayon la diagonale d'un carré de o", 5 de calé, et 
faire voir que l'on a obtenu l'approximation demandée. 

Ohiervation. Ces questions très-bien rédigées valent 
infiniment mieux qae celles qui ont été données aux classes 
mathématiques proprement dites. On y reconnaît la touche 
d*un professeur professant. 



FIN II LA QUESTION RSTUUÏB 



1°. Construire la normale à la courbe au moyen du 
mode de génération de cette courbe; 

a". Démontrer que la droite qui joint le point décri- 
vant au centre du cercle fixe décrit des airea proportion- 
nelles aux angles que parcourt la droite qui va du centre 
du cercle mobile au point décrivant. 

Observation, On garantit le sens et non le texte de 
cette fin, qui est la partie la plus curieuse de ta question. 

Le i°est facile, mais le a" parait difficile si l'on n'em- 
ploie pas le calcul infinitésimal. 
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THiOBins SIIR U ttCOXNSITIOll DES WIIBIIBS ES 

sourns Di ciuits. 

i . Le nombre âe.a solutions de l'équation 

est cgal au double de l'excès du nombre des diviseurs de n 
qui sont de l'une des deux formes 

8+1, 8+3, 

sur le nombre de diviseurs qui sont de la forme 

8 + 5, 8 + 7- (LuKOMB-DiBiCHiar.) 

2. n est un nombre impair positif; le nombre des so- 
lutions de l'équation 

4" = "-' + ^- + J- + a' 

est égal à la somme des facteurs de n , lorsque if, x, y,s 
sont des nombres impairs. (Jac<»i.) 

3. Soient m et p deux nombres premiers, et 



soit g une racine primitive relative au module p , et soîl 
la congmence 

e étant l'indice de a , c'est-à-^re que , pour des exposants 
inférieurs à e, la congruence n'a pas lieu. Donnant à a 
successivement toutes les valeurs de la suite 



edbyGoogle 



( 36. ) 
(doubles des nombres triangulaires) , si 

a, est le nombre des indices e de la foritH: tr 
a, id. r> 

», id. n 



nous aaroDS 

a/. = («. - a,)' + {a, — «,)' -h («, _«,)' + ...+ (a^, — «,)'. 
( Lbbbscve. } 

4. (M- *)"+ 3i'= (a A - fl)'+ 3 a'= {a + 5)'-+- 3 (fl - ô)" 

= 4(<j>— flè + fr'), 

un des quatre nombresa, £, a + &, a — & estdïvisibleparS . 
Observation. On a dit qu'il fallait admettre dans 

comme une solution de décomposition , 

65' ^ 65° + o' ( page 270) . 

On oppose à cette assertion qu'il faudrait admettre : i"que 
le zëro est un entier ; 1" que cbaque carré est toujours dé- 
composable en deux carrés; 3'' que le tout est égal à sa 
partie. Doue il semble que, pour éviter ces trois absur- 
dités , la décomposition 65* + o* ne doit pas être admise. 
Nous répondons que, analytiquement pariant, zéro est 
le premier des nombres entiers pairs ; que, dans le même 
sens, on carré est non-seulemeot décomposable en deux 
carrés , mais en mille carrés. Il y a une foule de questions, 
oà zéro estadmisand^tifuemcntcomme une solution (*). 
Je ne comprends pas la troisième objection. 

(') Par eiemplc, tout nombre atl la «omme de quatre carrés. (Ferhat.) 
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SBCONBB SOLUTION DE LA «UESTiON 2(3 

PàBL H. G. BELLA.VrnS, 

g l*UniiieniU de Psdoue, 

RT M. KORALE&. 



Soit l'équation 
3439 «' — laoi 2 «•+ 16632 *• — 1 1 55o j' + 4200 *" 



Posons 


-■,56x'+56*-i 




'-^^h 


on obtient 




3432J-- 


-.386...!^..--. 



Celte équaUon ast la septième dérivée de l'équalion 

qui a sept racmes égales k -\ — . et sept autres égales à 

j donc, d'après le théorème de Rolle, l'équation 

donnée a sept racines réelles. c. q. f. d. 

Note du rédacteur. Soit A^ x** le terme d'ui 
la n''°" dérivée de ce terme est 



on peut donc écrire de suite la n''*" dérivée d'une éqoation 
quelconque, et si l'équation donnée n'a que des racines 
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réelles, il eo sera de même de récjuation dérivée dont les 
racines seront comprises entre celles de l'équalion donnée; 
il est donc facile de former des équations à racines réelles 
irrationnelles, et comprises entre des limites données 
(voir question i 91 , tome VII, page 368); mais M. Ko- 
ralek a déterminé la valeur des racines irrationnelles, et 
voulant donner un exercice, l'habile calculateur n'avait 
pas à s'enquérir de l'origine de l'équation , ni de sa sim- 
plification. En divisant l'équalion en y par y et faisant 
ensuite jr' = z,on obtient 

34328" - i386»' + ^» - y = o , 

équation du troisième degré, susceptible d'une solution 
trigonométrique que nous devons à M. Koralek, 
L' équation peut s'écrire 



572 ^3î88 37456" 



En posant 




on obtient 


>='-^=- 


Soient 


J7,j 13552 _ 
5,2. '■*• 3.5,2. - 




4 5,2- 


et 






i— ^ 




5,2. 



572 
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54m8 

"■•'-rs^"' 





.,= -r.m(6o' + ,). 


logsi 


n3, = log542c.8-loB3-31og572-3loe, 
= 4,7340634 — 0,4771213 — 8,2721880 
+ 2,9205900 = 7 ,6546534 - 8,3493093 
= 8,905344. -.Oi 


delà 
donc 


3, = 4'36'45>i 
, = ,-32'.5", 


et, par 


suite. 



lug c, = lo| r + log sin f = — o,97353oo -t- 8,428640'— 10 

= o,455iioa — 3, 
donc 
i" racine "i = o,oo:i85i74^- 

= — o ,9735300 + 9,93059145 — 10 
= 0,95706145 — 2, 

donc 

2° racine v,= 



loî5 { — fj) = log /■ + log sin {60° -H f) 
= log r-i- logsin6i°33' i5" 
= — 0,9^35300 + 9,9440527 - 
^ 0,9708227 — 2, 
donc 

3' racine r,=: — o ,09343782. 
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Pour avoit' les valeurs <lo z , il suffit d'ajouter successi- 
vement aux valeurs de i-, , fi et y^ la fraction ^ 
On a 

^ = a,,346i5384..., 
donc 

*,=<-, + 0,134615384 = 0,137467126, 

î, = P, + o,i346i5384 = o,325aoi454, 

î, = ^, + o,i346i5384 = 0,04)177564. 

Pour avoir les valeurs de x, il suffit d'extraire les r 

cines carrées de Zi, Xt et 2], et d'ajouter o,5 aux e 

valeurs qu'on obtient ainsi. On a 

v'ïr=± 0,370 765 595. 

v/ir = =to,474 553 953, 

Vîj^±O,202 92a 557, 



donc 



= o,5±v^, 



= o,5±v/^, 



►,5±v'«3 



= 0,870 765 595, 
= o, 129 234 4o5, 
= 0,974 553 953, 
= 0,035 44^ 04?' 
^0,702 922 557, 
= 0,297 077 443, 

En les écrivant dans l'ordre ascendant de grandeur, 



^0fO25 44^ 047, 
= 0,129 ^M 4^5, 
= 0,297 077 443, 
^0,702 922 557, 
= 0,870 765 SgS, 
^0,074 553 953. 
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Nous ne pouvons pas compter beaucoup sur rexactî- 
tude des deux dernières décimales, car nous u'avonspris 
les logarithmes qu'avec sept dëcimalcs; néanmoins, nous 
sommes portés à les croire exactes , car l'application de 
la méthode de Graeff nous a donné d'une manière irré- 
cusable lès valeurs qui suivent : 

ar, = 0,025 446 {o). 
■«.= 0,129234 (4)' 

*, = 0,297 °n (4). 

*, = o,702 922 (6), 
a:, = 0,870 765 (6), 
r. = o,974 554 (o). 



iSLANGBS. 



1. Sur certaine définition. On attribue Untôt à Pascal, 
tantôt à Bossuet cette définition : Dieu est une sphère 
dont le centre est partout et la circonférence nulle part. 
Cette pittoresque définition, empnintée à la géométrie, 
appartient à maître Rabelais : « Cela faïct, il (Bacbuc) 
n nous emplit trois oires (*) de l'eau Fantastique, et ma- 
11 nuellement nous les baillant, dist : Allés, amys, en 
n protection de ceste sphère intellectuelle de laquelle, 
I» en tous lieux , est le centre et n'ha en lieu aulcuue cir- 
n conférence que nous appelons Dieu (Pàkurge, liv. V, 
« chap. 47). » 

Rabelais, d'un savoir immense, supérieur k son siècle 
par un admirable bon sens, a été forcé, poiir éviter le 
bûcher, de noyer ses pensées dans un océan d'excentri- 
cités les plus écbevelées. 

(') Pclilw outre*. 
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Voici comment s'exprime Pascal : a Tout ce que noue 
voyons au monde n'est qu'un trait imperceptible dans 
l'ample sein de la nature. Nulle idée n'approche de l'é- 
tendue de ses espaces. Nous avons beau enfler nos con- 
ceptions, nous n'enfantons que des atomes au prix de la 
réalité des choses. C'est nne sphère infinie dont le centre 
est partout, la circonférence nulle part. Enfin c'est un 
des (Jus grands caractères sensibles de la toute-puissance 
de Dieu , que notre imagination se perde dans cette pensée 
{Pensées, i" partie, an. IV, Connaissances généraies 
de l'honvne), ■» 

2. Problème Pothenot. Trois points Â, B, C éuut 
déterminés sur une carte, connaissant les angles sous les- 
quels on Toit tes distances AB , BC d'un quatrième point, 
on construit celai-ci par l'intersection de deux arcs de 
cercles, d'après le théorème des segments capables. Ou 
attribue ordinairement la découverte de ce procédé topo- 
graphique à Laurent Pothenot. En effet, la solution de 
ce problème est donnée par Potheuot dans le tome X des 
Mémoires de VAcadémie, 1693. Mais la s<Hntion avait 
été donnée vingt années auparavant par John Collins, 
dans les Transactions philosophiques de 1671, d'après 
une question proposée par Townley. Un géomètre hol- 
landais réclame même en faveur de Snellius. Je ne con- 
nais pas l'endroit : c'est peut-être dans son Eratostkenes 
Balavus, que je n'ai pas encore consulté. Ce procédé a 
été employé avec beaucoup de succès par Beautemps- 
Beaupré, pour ses célèbres cartes hydrographiques des 
côtes de France (*). 



(*) Dans VExpoii dei tnéAodtt pour lever la ctriei, eu, , Reanlemp*- 
B«anprddil(piseii)aïoir tiré ce procédé de 1 Eitat o» "uiieal ttuvtfing 
de Dalt7inplB> '77<i MMndeédilion, 1786. Les >4pNeiiiiriv>aW«i sont iu- 
dlquéi pige 6, 
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Laurent Pothenot a succédé en 17 1 1 à Roberval , dans 
la chaire de Ramus, qui n'a pas élé remplie depuis. 
Nommé de l'Académie eu 1683 , il en fut exclu vers 1699 , 
à cause de ses absences trop fréquentes. Mort en 1733, il 
a été inhumé à Saînt-Etienne-du-Mont. 

3. Problème de navigation. Ayant observé les hau- 
teurs de deux astres, dont ou connaît les ascensions 
droites et les déclinaisons et aussi l'intervalle de temps 
écoulé entre les deux observations , déterminer la hau- 
teur du pôle et l'heure. 

Ce problème important et fort compliqué a. attiré de 
bonne heure l'attention des géomètres. 

Pierre Nouius s'en est occupé dans son ouvrage De 
ciepusculis {•) ; Kobert Hues , dans son ouvrage De globis 
et eorum usu. Lugduni, in-8, i537. C'est Douves qui, 
le premier, s donné une forme pratique. Sa méthode se 
trouve dans le premier volume des Mémoires de l'Aca- 
démie des Sciences de Harlem, et Pembroke a démontré 
cette méthode dans les Phiîosophiced Transactions, 
vol. LI, partiell, 1760, pagepio. 

Molweide, Litirow, Lobatto, CaiUet (Pierre) (*), etc., 
y ont travaillé. La solution la plus générale est due i 
M. Gauss : Melhodum peculiarem elevationem poli 
determinandt explicat , simulque prœlectiones suas 
proxima semestri Jiabendas indicat D. C&holus Fbi- 
oEKicus Gauss, astronomiœ P. P. O. Gcettingue, 180$. 



(") Né k AlMMf (Portue»l)eni49î; mort en i5i7. Se» Opéra nadu- 
nmiica ont été pnbliés k BuIb en iSga. 

(') Le Manael du Narigatear, par Pierre Caillot, profewenr de l'Ésale 
de navigalion de Paimbicuf. Naatai, 1818. in-S" de 1^9 pages. Ourrage 
nro et qui contionl une solution IréB-prs tique. Le sRTant examinateur det 
Écoles d'hydrograpbie est le lils de l'anlear. Les Anglais attribuent celte 
■olution ï M. lïOTï, qui ne l'a donnée qu'en iBii {Phil. MagatitK.,k<>- 
gusl). 



edbyGoogle 



(369) 
I.e travail le plus récent est celui de M. Grunerl 
{Archiv. derMath., tome XIV, page i ; i85o). 

4. L'Observatoiiv impéiial. Pour occuper certains em- 
plois dans l'Administration des tabacs , dans celle des té- 
légraphes, il faut avoir passé par l'École Polytecliniqae, 
c'est-à-dire avoir subi publiquement plusieurs examens 
sérieus, sur des programmes connus d'avance et de tous. 
Pour entrer à l'Observatoire impérial , usine à calculs, 
iln'ya, à ce qu'on sacbe , ni examens, ni programmes, 
ni pnblicité. Un tel état de choses ne semble pas conve- 
nable. Il est juste pourtant de reconnaître que cette clan- 
destinité n'a jusqu'ici entraîné aucun inconvénient. Les 
travaux des jeunes astronomes attachés à l'établissement 
montrent bien qu'on a fait d'excellents choix. Toutefois, 
nous conformant à l'esprit de nos institutions , ne devrait- 
on pas dorénavant réserver ces places , soit à des élèves de 
l'Ecole Normale, soit à des élèves de l'Ecole Polytech- 
nique, ou bien ne les accorder qu'au concours? Nous 
soumettons cette idée au célèbre directeur, qui a tant k 
coeur d'environner l'Établissement de toutes les garanties 
de science et de studieuse application. 

5. Système duodécimal. M. Vincente Pusals de la 
Bastida m'écrit de Madrid sur un Systema natural de los 
numems descubterto : Découverte d'un système naturel 
^efJto/n&re.!. Ce système est celui qui a pour baseï a. Outre 
les avantages d'une divisibilité par 2,3,4)^1 M. de la 
Bastida fait ressortir ceux-ci. Tout nombre écrit dans ce 
système qui commence à droite par un a, est divisible 
par a , mais non par 3 , 4 > ^ i *i '^ nombre commence 
par un 3 , il est divisible par 3 , mais non par a , 4 > 6 ; si 
lepremier chiffre est 4, lenombreestdivisibIepar4,mais 
non par 3, 6, etc. D'après ces avantages, l'auteur pi-o- 
pose de quitter l'arithmétique décennaire [barbara) pour 
rarithmétiqueduodénaire(per^fa).EnFranc«, M.Gau- 

^•A. de Maihimat.. I. XIII. | Oclobre \»%.) 34 
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ibîer est du même Ayia {Comptes t-endus^ t. VU, p. a38, 
i838; t. XXVI, p. a55, 4a6, i848i t. XXVIII, p. 91, 
557; 1849). 

Ces deuxopinioDS feront difficilement renoncer les na- 
tions civilisées à l'introduction de la division dëcîmalc 
dans leurs systèmes métriques et monétaires. M. de la 
Bastida n'est pas bien informé lorsqu'il dit que el sys- 
tetna metrico décimal ne puede sostenerse en Francia, 
sino hacieneto una continua violencia a los pueblos : 
K Le système métrique ne peut se maintenir en France, 
qu'en faisant continuellement violence aux usages du 
peuple H : cela a cessé d'être vrai. Le système, métrique 
décimal est entré et entre de plus en plus dans nos habi- 
tudes; au lieu de demander des tiers et des demi-tiers, 
des quarts el des demi-quarts, les dames demandent tant 
de centimètres, et leurs robes n'en sont pas moins bien 
faites-, de même pour les autres mesures. La faible divi- 
sibilité de dix est même favorable à l'esprit d'exactitude. 
C'est probablement ce qui a fait dire à Lagrange qu'il eût 
été avantageux d'adopter pour base un nombre premier. 

6 De Li IjONnE { Nouvelles Annales, t. XII , p. 2o5). 
Voici le titre de la i" édition : Éléments de Fortifica- 
tion, i" partie, qui contient V Arithmétique de l'ingé- 
nieur français ; où l'on verra plusieurs nouvelles mé- 
thodes, etc. Paris, 1685, in-4- 

7. M. Henri Fleurj fait observer qu'avec quatredroites 
données de longueur, oo ne peut construire que trois tra- 
pèzes, lorsque cela est possible. 

8. Le calendrier et la boussole. Ces deux inventions 
ont nui à la popularité de l'astrognosie. Autrefois, avant 
l'existence du calendrier, les paysans étaient obligea de 
consulter, dans leurs travaux agricoles , les levers et cou- 
chers héliaques, cosmiques, acronyques de certaines 
constellations. Sans ces données astronomiques , plusieurs 



flltlzedbyGOOglc 



( 37- ) 
passagesdeVirgile, d'Ovide, de Columelle, de Varron, etc., 
sont inintelligibles (*). Aujourd'hui les paysans se dirigent 
d'après le calendrier, et n'ayant plus besoin de constella- 
tions, ils ne les connaissent plus. De même pour les pro- 
nostics de la température, on observait Arctums, les 
Hyades, les Pléiades, la brillante de la Couronne, etc.; 
aujourd'hui les étoiles sont remplacées par les saints du 
calendrier, saint Jean d'été , saint Jean d'hiver, saint Më- 
dard, sainte Luce, etc. Avant la boussole, les marins se 
dirigeaient d'après les étoiles ; il y avait denx constella- 
tions principales directrices : chez les Grecs la grande 
Ourse, et chex les Phéniciens la peti te Ourse . Les Pléiades 
tirent même leur nom de la navigation (*Ail>, naviguer). 

Aujourd'hui la boussole est la directrice , et les marins 
ne connaissent plus les étoiles. C'est une erreur de croire 
qu'elles servent encore à la navigation ; oq s'en sert , mais 
très-rarement , pour des opérations scientifiques et qu'on 
fait à terre; comme on ne peut avoir d'horizon à bord des 
bâtiments, les observations y deviennent impossibles. 

9. Idcirco ceitis dimensum partibus orhem 
Perduodena régit ntundi Sol aitreiis astra. 

(GBoao.,lib.X,a3i.) 

n C'est pourquoi le blond soleil du monde trace à tra- 
vers douze constellations l'orbe (annuel) divisé en r/e^rcj 
détermines. » 

Les Latins désignent les degrés par partes, à l'imita- 
tion des Grecs, Ordinairement, on entend ici par partes 
les saisons, mois et jours. Dimensum me semble plutât 
se rapporter i une division en d^rés, et l'épithète certis 



(*) Pourquoi nosTrnitétdecoiinognphiedssIinMaui éludes clinique* 
ne ranl-iU ancuDe mantiou deceephénomènns:' Udo Table de ces l«irers«i 
cnucheis se trODTe dansl'Ailroniunir si inslracliTo de Lolinde, t. II, p. 334 
(l'édiUou). 

M- 
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veut dire ce qui est bicii iixé. Les quatre spondées consé- 
('uûfs marquent peut-être la lenteur du mouvement an- 
nuel comparé au mouvement diurne, 

10. Dans unTraiié élément aire de Mécanique auquel la 
position de l'auteur assure un grand débit, on lit qu'on a 
bien fait de supprimer la théorie des couples, parce qu'on 
ne les rencontre jamais dans la nature (tcTituel). Nous 
rappelant un dicton grec , nous nous abstiendrons de com- 
battre une telle assertion. Voici ce dicton : Lorsque quel- 
qu'tm avançait une proposition d'une absurdité flagrante, 
granitique, et qu'un autre survenait pour réfuter sérieu- 
sement une telle proposition, les Grecs disaient du pre- 
mier qu'il voulait traire un bouc, et du second qu'il tenait 
l'écuelle. Je ne veux pas tenir l'écuelle. 



soLomm N u qubstion 295 (Strb.or) 



pjim M. FAURE, 
Onicicr d'Artillerie. 



Soient Pr une courbe sphérique, O un point fixe sui' 
ia sphère, et PQ un grand cercle langent a la courbe 
en P. Menons un grand cercle par O faisant, avec OP. 
un angle POR, complément de OPQ; abaissons de M, 
milieu de OP, un arc MN perpendiculaire à OR , cl pre- 
nons le point R de manière que OR soit divisée en parties 
égales au point N. Le grand cercle RS langent à la courbr, 
lieu de R , fera , avec OR , un angle ORS ^ OPQ {voir 
la figure dans les planches du tome VIII). 

Démonstration géométrique. Si , du point M comme 
pûle avec un rayon sphérique égal à CM , on décrit un 
cercle, il passe par les points P et R. Ce cercle contient 
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aussi le point infiniment voisin du point R de la courbe 
dont il s'agit. Le grand ct^rcle RS est donc à la fois tangent 
à celte courbe et au cercle M. Le rayon MR étant per- 
{)endiculaire à ce grand ceicle, on a 

ORS = 90" — ORM = 90- — POR = OPQ. 

Démonstration analytique. Prenons le point O pour 

pôle, un grand cercle quelconque passant par O pour axe 

polaire. Désignons par 9< l'angle dont la tangente trigono- 

. d^ ... 

métrique -est siu r— i et par f, celui qui a pour tangente 



fi aura aussi 



tanii t r, du, 
^^ rf. longer, ' 

le triangle OMIN donne 



d'où 



et 



tang-r.= tang-rsin^, 

(i.tane-r, = II— ?__ , 

*'2 2cos'|r 

sinr tanL'<s(/(d, 
tancf, = -. z "!'-----_ . 
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donc 

tangç = tangç,. 

Remarque. En faisant dériver d'uoe courbe quelcontjae 
doDnée tme série de courbes se succédaut d'après la loi 
îadiquée, le théorème que l'on vient de citer fouroît une 
formule pour la rectiGcation d'une quelconque des courbes 
de la série. (Stkeboh.) 

Je désigne par r„, &>. tes coordonnées polaires d'au 
point de la courbe qui occupe le n'^"" rang dans la sene 
des courbes dérivées, et par s„ son arc. On a 



V '''■- 'V 'I'' 

On trouve facilement, en passant d'une courbe à l'auirc. 



par suite 



■'ç I sinf + n 



'j,i 



" co9'yr(i + lang'J rsin"ç) 

On peut déduire de là immédiatement 

sin"-'if ( lang^ + n sin r -î j t 



" cos'i/-(i -I- taDg'if sin'"ç} 

puisque ds cos ^ =■ dr„. 

Si l'on veut avoir l'expression de l'arc au moyen de w 
et r, on diirércntie l'équalion 



ce qui donne' 
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et l'on élimine <f dans la valeur précédente di; ild^. On 
trouve 

= ...ng,,rfr^s.nr-) j^„s.n.^ -f-sm'r-^. +(«ros. + ;ï7j > 

elau lieu de prendre la courbe (t^y p) pour courbe primi- 
tive, on peut supposer qu'elle dérive elle-même d'une sé- 
rie d'autres courbes se succédant d'après la même loi. 
J'appelle &)_„ »■„ les cooixlonnées du point de la courbe qui 
serait tel , qu'après n dérivations successives on obtienue 
le point (à, r de la première courbe. Soit aussi s_„ son 
arc . je vais faire voir que son expression peut se déduire 
de celle de j„ en changeant le signe de n, ce qui justi- 
fiera la convenance de la notation employée. Ainsi que l'a 
fait M. W. Roberts dans un travail analogue sur les 
courbes planes , on pourra donner à ces courbes le nom 
de négatives, tandis que celles qu'on a obtenues en pre- 
mier lieu seront dites positives. 

En désignant, comme précédemment, par is l'angle dont 
la tangente serait 



tang-r_=: tang-rsin-"fî 

ou a, du reste, 

cosif 
et 

sÎD «!"'"•■'' ( sin» — n sinr cos»—- Irfr 
tos" î r ( I + tang'-î r sm"" f ) 
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-l~i,(^i. 



Or c'est bien là l'expression de 4s„ , dans laquelle n au- 
rait changé de signe; il en sera aussi de même relative- 
ment à la valeur de ds„ , obtenue en fonction de <a m r. 
En regardant la spbëro-Iemniscate de seconde espèce 
oomme la première d'une série de courbes ^e succédant 
suivant laloi indiquée, l'équation de la n''"" courbe entre 
les coordonnées polaires sphérîques r, , w. sera 



(t^n^'-rj 



,iB-»-i ; 2 \ 
= (tain;«) coi{^^-^^j. 

( f'oir tome IX , page Sog, Sr&uoa.) 

L'équation de la courbe primitive rst 





iBog'j 


r=Uiig'acos2«. 


En adoptaul 


a rectification précétfenle 




lang, = - 


ori. tangj.rf. 


la courbe donne 




Donc 


tangir 


lang 1 r 
tang'.nn». 


par auitc 


une, 


tang a u ' 
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On trouve facilomeiit 



mais 

lang- f„ = tang - r sin' f = tang - '■ cos- 2 a. 

Élevant an carré et remplaçant tang* ^r par sa valeur 
lang' a cos a u , on s 

lang' - r, = lang' et cos' '*' 2 « ; 
et comme 

_ 3 

il en résulte 

ce qui revient à l'énoncé de M. Strebor. 

nUNGLSS POUIRES RÉCIPROQUES KT TRUNGLKS POLAIRSS 
RÉCIPROQVIS SUPPLÉMENTAIRES. 

i. Soient on triangle sphérique ABC; et 

A', A" les pôles de l'arc BC, 
B*, B' id. AC, 

C, C" id. AB. 

En combinant les six ptAe$ trois à ti-ois, et rejetant les 
combinaisons oii entrent les mêmes lettres , on obtient les 
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A' B' C, 


A°B"C , 


A'B'C". 


A''B''C', 


A'C'B", 


A"C"B', 


B'CA", 


B"C"A', 



Luit inangles 



Chacun de ces Ituit triangles est polaire réciproque rela- 
tivement au triangle donné ABC. Soit, par exemple, le 
triangle A''B''C", 

A' est le pâle de BC, 
B" id. AC, 

C" id. AB; 



C est le pôle <lf A"B". 
B id. A" C, 

A id. B"C''. 

La distance de deux pAles est égale , soit à l'angle formé 
par les grands cercles correspoiidani à ces p6les, soit au 
supplément de cet angle. Les côtés et les angles d'un 
triangle ont donc des relations d'égalité ou des relations 
(le suppléments avec les angles ei les côtés du triangle 
donné ; mais parmi ces triangles polaires , un seul n'a que 
des relations supplémentaires. 11 est désigné sous le nom 
de Inangle supplémentaire. 

L'idée des triangles polaires est de Viète : nSi sub api- 
n cibus singuUs proposiii tripletiri sphœrici describantw 
» maxtmi circuli : tripleurun ita descriptum, tn'pleaii 
B primum proposiii, lateribus elangulis est reciprocwn.'» 
{Opéra mathemalica , page 4>8i Lugd. Rat., 1646.) 

Les grands cercles étant décrits avec des rayons sphé- 
riques, il est évident que les sommets sont les pAles des 
grands cercles. La construction de Viéte implique les 
Imil triangles , mais l'énoncé ne semble se rapporter qu'au 
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triangle supplémentaire. Viète se sert de deux autres 
modes de transformation. Le premier, qu'il nomme 
KXTittKw>mptint, p&r supplément. Prolongeant les c6tés jus- 
qu'à leurs seconds points d'intersection , on obtient ainsi 
trois nouveaux triangles. Le second mode, qu'il nomme 
enallagen «Aiv^nynnB*' , changement de côtés en angles et 
angles en côtés. Il mêle ces deux modes, ce qui amène 
d'inutiles complications. Mais le premier qui ait décrit 
et employé explicitement le triangle polaire supplémen- 
uire, c'est le célèbre géomètre hollandais Snellius : 5/ ex 
anguîis dati iripleuri tanquam polis, maximi circuit 
describantur, comprehendcnt tripleurum cujus latera 
et anguli, laterum et angidorum primi datorum résidais 
reciproce respondeant. C'est la proposition Vm du li- 
vre in (page lao) de l'ouvrage suivant: Wûlebrordi 
Snellii à Jtc^en tt. F. doctrinœ triangtdorum canonicœ 
lâri quatuor, t/uibus canonis sinuum, tangentium et 
secantium constructio, triangulomm tam ptanorum quant 
spheericorum expedita dimensio breviter ac perspicue 
tradilur; postmortemauctorù in lucem editi a Maitino 
Hortemio Delfensi qui istis problematum geeûdeiicorum 
et sphœricorum tractatus singulos adjuhxit quibus prœ- 
cipuarum utriusçue trigonometriœ propositionum usa de~ 
claratur. Lugduni Bataworunt, 1639; iu-8 de 2a4 pages. 

Snellius ne prétend pas être l'inventeur du théorème, 
car il en dit : Tkeorema hoc perutUe est et sequentibus 
demonstrationibus libri^peroportunum, atque a pleris- 
que 'Varie soUicitattim , ac legibus non necessaiiis alli- 
gatum: quod nos iis vinculis libération generaliter hic 
proponimus. 

U a seulement délivré ce théorème a vinculisf cela 
signifie probablement qu'il a débarrassé le problème 
des inutiles complications de Viète et d'autres. Dans le 
livre quatrième, où il se sert du triangle supplémentaire 
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pour calculer les côiés, les angles étant connus, il adopte 
ladéDominationdeViètajenna/a^e/i n Xêu^tV""*' (lib.IV, 
p. 2, a. p. i86). L'ouvrage de SneUius a été édité par 
Martinua Hortensius, jeune géomètre ami de l'autear; 
après la dédicace aux Etals généraux de Hollande , vient 
la préface où Honensius dit que l'impression était com- 
mencée, lorsque l'auteur fut atuquéde la maladie dont 
il est mort (i 3 octobre 1636], à l'âge de trente-cinq ans, 
et, selon l'usage du temps, on lit deux épttres louan- 
geuses en vers adressées h Honensius par Hugo Borel et 
Joh. Corneli Waardanus. L'ouvrage est accompagné de 
Tables de sinus, formant un ouvrage i part, avec une 
autre pagination et un autre titre, portant la date de 
1626 , et a été imprimé du vivant de Tauteur. Mais Hor- 
tensius avertit qu'il ne faut pas trop se 6er à ces Tables , 
l'auteur étant déjà malade lors de la révision. 

LesinitialesR. F. qui accompagnent le uomdeSuellius, 
signiBent Rudolpbî Filii. Le père était aussi professeur 
de mathématiques à l'Université de Leyde , et le fils lui a 
succédé en i6i3; Rudolpbe Snellius est auteur de l'ou- 
vrage suivant : Rudolphi Sneltii in P. Rarm geometriam 
prœiectùtnes, cum lecUssimh Lazan Schœneri et Jo- 
hannis Tkomœ Freigii explicationibas , ad pnscipua 
quœgue elementa statim adjectis illunratœ. Franco/, ex 
off. Ijpogr. Johannis Saurii inipensis hœi'edum Pétri 
Fischeri. MDXCVI; in-8 de 36i pages. 

Le fils est surtout célèbre par son Eratosthenes Bâta- 
VUS; de terrœ ambitus vera quantitate suscicatus. Lejde, 
1617; in-4. L'auteur, à ving-aix ans, a donné le premier 
une méthode pour mesurer un degré terrestre qui est en- 
core en usage, et a aussi te premier mesuré avec quelque 
exactitude un degré terrestre. Ses papiers restèrent entre 
les mains de Hortensius , et , depuis , les héritiers de ce 
professeur les montraient sans difficulté. Huyghens dit y 
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uvoir l<i lin volume complet {volumen in/egrum) d'op- 
tique où Snellius donne la véritable loi de la réfraction, 
volume qui n'a jamais été publié , et Huygbens ajoute que 
Descartes a eu aussi ces papiers en communication. Cette 
assertion d'un personnage aussi considérable jette fjuelque 
ombrage sur la découverte du philosopbe. Toutefois , son 
nom doit y rester attaché; car, dans les sciences, la pu- 
blicité seule constitue un droit à la priorité, à moins 
qu'un plagiat ne soit authentiquement constaté, et Des- 
caries, gentilhomnie et ancien officier français, était es- 
sentiellement homme d'honneur. 



iingei annoncé* d«D> lea Noarellei Annairt de Malhrmmt^Bfi 
Il chez Mallct-Hacbbliir , libraire, quai des Aufrustim , 55. 



CoGRS d'Algèbre supÉniEUBE; par jW. Seii-et (suite) 



Leçon quatrième (4y-^7)- — La méthode deliini- 
uation par les fonctions symétriques ne donne pas la 
correspondance entre lesvalcurs des inconnues. M. Liou- 
ville,à l'aided' un procédé indiqué par Poisson, remédie à 
cet inconvénïeiLt; c'est par là que commence cette leçon. 
(Voir Nouvelles Annales, tome VI, page agS). Cela re- 
vient aussi à chercher la racine commune à deux équa- 
tions ; qi^estion dont se sont occupés Lagrange [j4cad. 
Berlin, 1770 et 1771) cl Abeî [jinnalen fie Ger- 
gonne, tome XVII) {*). Ces deux théoi-èmes qui termi- 

(■] On a oublie d'insérer ce Mémoire dana lea Œuvre» comploles d'Abel 
publiée* par H. B. Holmboe. Chriitianla; a vol. ln-4; 1839. 
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iicntla leçon n'étant pas dans nos j4nnales, nous croyons 
devoir les consigner ici. 

JTiêorènie rie Z-agrange. 



(l) /(j) = 3^+p,X~-'-hptX~-'-^. .J-/J,= 0, 

{2} F{.r) = x"+ï, X— +7,;r-' + ...+ y. = o, 
l<'..r,....,a.): 

les a sont les n racines de l'Àjuaiion (3). 
Formons l'équation 

(3) (—/(»,)(.-/(,,)...(.-/(».)= o. 

Autant cette équation aura de racines nulles, autant les 
équations (1) et (a) auront de racines communes; les 
coefficients de l'équation (3) sont donnés par la théorie 
des fonctions symétriques et sou t des fonctions entières de 



Mais on peut déduire ces coefficients par différentia- 
ioQ du dernier terme de l'équation (3). En effet, soit 

¥ = /(«,)/{«.)■■■/{«.) 
Vesl une fonction entière àe p,,,,., p„, tf,^. ..,</„); 

/(<■,) = -.■■+,,«:- + .. .-H,., 



''/(-,) 
<'/•- 



Donc ^ est la somme des produits n — i à n — a des ra- 
eines/(fl,) , /(o,), ele. On a ainsi le coelBcient de r. Par 
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un raisonnemeai analogue, on trouve le coefficient de 
2', etc.; on a doue 

1 d- ' V _, -+,ll^ ,_'''V .^_ 



Ainsi, poui- que |x racines de l'équation {2) satisfassent à 
l'équation (1), on doit avoir les fi f-onditions 



' rf/t. dp'„ ' ■ ' ,/,/.-■ 

S'il n'y a pas de racines ^ales parmi les n racines a, les 
deax équations (1) et (3) ont nécessairement un facteur 
commande degré p-, mais »'il y a des racines égales, cette 
conséquence n'est plus certaine; de même les équa- 
tions 

ne subsistent qu'autant qu'aucun coefficient pt,p\, etc. , 
ne soit fonction de^„; mais si cette dépendance existe, 
les équations de condition ne sont plus les mêmes. 

Si ^t, hi,... , &„ sont m racines de l'équation (t) , on 
aura des conditions analogues à celles qu'on vient de 
donner, pour que ces \l racines de l'équation (1) appar- 
tiennent à l'équation (3). 

Exemple. Quelles sont les conditions pour qu'une 
ligne plane du troisième degré se décompose en une co- 
nique et une droite ? 

Solution. Soient 

(1) /(:,:] = x'-+p,x'~p,x -h p, = l>, 

(3) l''(j^~ = j'H- 17, j- + 7, = oj 

Pli Pt- p») ?i) ^1 sont des fonctions de j d'un degré in- 
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diquû par l'indice : 

— q.p,Pi + Pl=o, 

— = —,; +3?, ?, + (?; — 29,)/',- q.p,~i-2p, = 0. 

Éliminaut p» , 
posons 

?;— 4'?'=o. 

la conique se réduit n une droite double; et éliminant fi 
de -r~ < on obtient 

îî — 2 9Î ;), + 4 9, ;<, ~ 8;7j = o. 

Celte équation donne les valeurs de y , rorrespondanl aux 
intersections de ]a droite double avec la courbe du troi- 
sième degré. Si la dernière équation est une identité, ta 
courbe du troisième degré se réduit » une droite et à uuc 
conique. Si ç' — 49i n'est pas nul, on aura 

éliminant Çt entre cette équation et -j~= o, on obtient 



Si cette équation est ime identité, la courbe du troisième 
degré représente le système de trois droites. 

(La mite prochainement.) 
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PROPRIÉTÉS RI) TÉTRAlBRK RANS LEQUEL LIS TROIS 

HAUTEURS (*) SE RENCONTRENT. 

CoMMiiHiQtti PAK UN PROFESSEUR. 

i". Les plus courtes distances entre les arêtes opposées 
se coupent au point de rencontre des trois hauteurs. 

3°. La somme des distances d'un point aux six arêtes 
du tétraèdre est un minimum au point de rencontre des 
trois hauteurs. 

3°. Les pieds des plus courtes distances entre les arêtes 
et les milieux de ces arêtes sont douze points situés sur 
une sphère dont le centre est le centre de gravité du 
tétraèdre. 

Le cercle des neuf points sert à démontrer l'existence 
de la sphère à douze points. 

M, G.-F.-W. Baehr, professeur de philosophie au 
Gymnase de Middelboui^ , signale cette belle propriété 
dynamique. Lorsque, dans un tétraèdre, deux arêtes 
sont k angle droit, rendant fixe une de ces arêtes, on 
peut communiquer au solide une roUtion telle, que 
l'axe n'éprouve aucune pression j ce qui est impossible 
lorsque l'angle de croisement n'est pas droit. ( Ferhand- 
Ibig ouer eene merkwaardige Dynaitiîsche elgenschap 
■van eene hjxondere soort van Driehoekige Pirarm'den : 
Dissertation sur une propriété remarquable d'une cer- 
taine espèce de pyramides triangulaires; i85i*, in-8.) 
Nous y reviendrons. 

(*) Le tëtraàtlre du grand Concoun (pas' ^9^)' 

Ann. de MttMmil., t. Xllt. (Oclobre \W,.) ^5 
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1 LU MOT UWkdk ET SDR UNE XKTHOH INMEIIIII PM» 
CALCaER LES SINIS. 

P*.R M. WOEPCRE. 



Dans le lome XQ, page 44 > ^^^ Nouvelles jinnales, 
on signale le mot kardaga à l'attention des personnes qui 
s'occupent de rccherrhes historiques. 

La question de l'origine et de la vraie signiûcatioa de 
ce terme me paraît être résolue dans le passage suivant 
du Mémoire de M. Reinaud sur l'Inde (XVlll' voL des 
Mémoires de l'Académie des Inscriptions et Belles- 
Lettres, page 3i3) : 

» A l'égard du mot kardagia, Albyrouny rapporte 
» qu'il s'appliquait à un arc de cercle renfermant la 
» 96' partie de la circonférence, et ayant la valeur de 
» 3°45'i<>U) ^Q d'autres termes, de aaS minutes. Ce 
» motestpeut-ètre une altération du sanscrit crarrHu/j^a, 
» qui signifie sinus droit, u 

Je reviendrai à la fin de cette Kote sur la manière dont 
cette dernière signification , qui est la vraie , a pu être 
modifiée dans l'usage, et sur les aliératious que , par^l- 
lement, le mot cramadjya même a eues à subir. Je com- 
mencerai par discuter un passage important da Soarya 
Siddhanta (*) , qui confirme complètement la conjecture 
da célèbre académicien, et dont voici 1s traduction tex- 
tuelle : 

tt Dirisez le nomtire de minnteacontena dans un sinus, 



(*) atUUek Reseerchrt, &■ édition, London, 1807, Id-S°; 10). Il, 
pige 34^- Co passage T ml ilouné par U. Ùavit dai» nn Mémoire tur le 
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■ savoir 1800, (lar 8, le quotient 335 cslle premier ^;^7i- 
M pinda, ou la première des vingt-quatre portions de la 
» rooitîédela corde del'arc. Divisez le premier ^ya/Jint/a 
par aa5, retranchez le quotient i du dividende, et 
» ajoutez le reste aa4 au premier^a/7iVid!a afin d'obtenir 
n le second jyapùida 449- Divisez le second jyapinda 
» par 325, et, attendu que le quotient est i et la fraction 
» de plus d'une demi-minute, retranchez 3 du reste pré- 
» cèdent 334) ^^ ajoutCE le reste ainsi trouvé au second 
H jyapinda afin d'obtenir le troisième y^â/^t'nd^ti 671. 
n Divisez ce nombre par 323 , et retranchez le quotient 
u 3 du dernier reste 332 ^ ajoutez le reste ainsi trouvé 
n 319 au troisième ;î)'a^m^ afin d'obtenir le quauîètne 
H jyapinda 890. Divisez ce nombre par 235 , et retran- 
» chez le quotient du dernier reste ; ajoutez le reste ainsi 
H trouvé au quatrième jyapinda pour obtenir le cin- 
» <f\i\ème jyapinda iio5, et continuez de la sorte jusqu'à 
» ce que les vingt-quatre cniif&DJYÀs( sinus droits) soient 
n au complet , ce qui sera , comme il suit : 

225, 449) 671 , 890, (10 ), i3i5, 
1910, 2093, 2267, 2431, 2585, 2728, 
3o&i, 3177, 3256, 3331, 3372, 34Ô9, 

Exprimant cela en formules, et désignant par une 
fraction, avec deux traits superposés, le nombre entier 
le plus voisin de cette fraction, la méthode indienne pour 
calculer les sinus est la suivante: 



1520, 


'7'9. 


"85,, 


2978, 


343,. 


3438. 
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= aa4+«ii(i !>=5')=449i 

»-(3...5')={^»i- ""''^"''' j + ''°('-^'^'l 
:= 2aa + sin (a . aaS') =671; 



= 219 + wn (3.225') = 8go; 

= 2i5 + »in{4.225')=iio5; 

et ainsi de suite. 

Mais observons que, de ces relations, on tire aussi 

234 = sin (2. 225') — sin ( 1 . aa5') , 
222 = sin (3. 225') — MO ( 2 . 2a5') , 
ai9 = *in(4.225') — sin{3.225'), 
ai5 = Mn(5.225') — sia(4.225'),eic., 

et, en substituant ces valeurs, on trouve que la mélbode 
indienne s'exprime par la formule 

ûn(/i4-i.225') = Mn(n.2a5') — wn (n — i.aaS') 

- ""^"-^^^'^ + siD(w.a25'), 

225 
OU 

;.)sin(^+^.225') = »in(''."5')(a-^)-siD(^^.a25')- 

Or, on a 

■in(c<±Aa) ^sina.COSAa±c0S(i.SÎn An; 
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donc 

ain(a4-i") + sin(a— Asj^a.sinn.cosA 

=: 2 sin A I 1—3 nn' — I > 



«( a — 4''"' — ) — sin (n — Aa). 



(a) sin(a + A«; 

L'analogie remarcpiable qui existe entre celle der- 
nière formule et celle à laquelle se ramène la méthode 
indienne, a été reconnue par M- Playfair {*) et consut^ 
par M. Delambrc (**}. 

M. Delambre fait remarquer (•*•) que M. Playfair « ne 
n dit pas pour quelle raison les Indiens se seraient bornés 
u aux arcs multiples de 3" 4^' ■> '■, mais M. Delambre lui- 
même n'en dit rien non plus. 

Cependant cette raison n'est p&sbien difficile à trouver, 
et comme il importe , pour la question dont il s'agît ici , 
de bien éclaircir le rôle que joue l'arc de asS minutes, 
auquel est resté le nom de cramadjya (sinus) par ex- 
cellence, et, par suite, celui dekardagà, on voudra bien 
me permettre d'entrer à ce sujet dans quelques détails. 

Les Indiens divisent la circonférence en degrés et mi- 
nutes ; connaissant le rapport de la circonférence au 
rayon (**•*) , iU déierminent la valeur en minutes d'un 
arc égal au rayon , c'est-à-dire ils évaluent le rayon en mj- 



(*) TraraiKtionio/lhertiTatSotieVo/Eàimhtirgk, taaée 1798, tome IV, 
partie II, pages 83 et suiTRQtet. 

{") Butoinàt lAilronomit mciunne, vol. I, ptgei 45S et luhante». 

( **■ } Loc. luad., page 4^0. 

(■**■) Voir ffaa»if»^itii/»ilffJ/alA^in<il/4ii«, tome V, page 571,6* note 
ajoutée par M. Narra à aon eicelleote IradaclioD do 11 partie géomëtriqaa 
de l'Algèbre d« Hohammed-lieii-HoHua. 
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nntes, et ils font r = 3438', valeur exacte si Ton n^ige 
les fractions de minute. Ils connaissent les formoles 

sin 3o"=;- rayon = 'TiQ'i 



cons^quemmenl ils peuvent déiernuner, par des bissec- 
tions successives, les sinus de i5°, de •j°io', de 3'*4^'> 
toujours exprimés en minutes. 

Or, dans cette succession de sinus, celui de 3° 4^' ^^ 
le premier qui contient le même nombre du minutes que 
V arc auquel il correspond; donc, si l'on ne demande 
qu'une exactitude aux minutes près, on s'arrêtera natu- 
rellement au sinus de 3''45'> parce que les sinus des arcs 
plus petits seront à plus forte raison égaux à ces arcs, et 
s'obtiennent par conséquent sans calcul. Par la même rai- 
son , ou encore à plus forte raison, il suffira , pour les in- 
tervalles compris entre les multiples de 3'*4S'> d'une 
simple interpolation, lorsqu'on uc demande les sinus 
qu'aux minutes près , attendu que le premier de ces inter- 
vallen , celui de o° à 3° 4^'> ^^^ '^ ^^^ grand de tous. 

On voit maintenant pourquoi le sinns ou l'arc de 
aa5' a pu être considéré comme l'élément fondamental de 
la Table des sinus, comme le sinus par excellence. 

Mais cet arc {ou dumoinsunarctrès-voisiade ?a5 mi- 
nutes) , jouit encore d'une autre propriété très-remar- 
quable qui a échappé à M. Plajfair et à M. Deland^re, et 
qui pourra faire paraître la méthode indienne sous un 
jour tout nouveau. 

On a pu remarquer qu'il figure dans l'exposé de la mé- 
(hodc indienne un diviseur a-i^ . D'après la formule (a), 
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«e diviseur devrait êire 



4 sin' 

ainsi que l'a fait remarquer M. Delambre, qui qualifie à 
deux reprises difiiéreutes (*) le chiffre 3^5 de simple faute 
d'impression , ou erreur de copie. 

J'avoue qu'il m'a paru bien difficile d'admettre une 
faute d'impression répétée ainsi quatre fois de suite, tou- 
jours de la même manière. J'ai donc lâché de trouver la 
raison d'éire de ce diviseur aaS , identique au nombre de 
minutes dont les arcs de la Table indienne sont les mul- 
tiples. 

Or, la méthode indienne s'exprime , comme nous avons 
vu, par la formule 

(.) si»(îT^. .')=""(/..«■) (2- j)-«i.(;^^..') 

Cette formule, dit-on, n'est pas exacte, n'est pas une 
identité. Donc, pour la rendre exacte, nous n'aurons 
qu'à déterminer la valeur de a qui la rend identique. Eu 
combinant la formule (t) avec l'identité 

on obtient 

(3) 4.™'j=i, 

d'où 

«'^ 127' 48" ,5, 

valeur qui approche de 933' d'une manière si frappante, 

(•) Loc. laad., paemiSS et 460. 
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qu'il me parait impossible de regarder cette coïncidence 
comme purement accidentelle. Certes, les Indiens n'ont 
probablement pas suivi cette marche. Mais en calcula- 
teurs excellents qu'ils étaient (et qu'ils sont encore an- 
jourd'liui), ils auront découvert par résultats de calcul ce 
dont noos nous rendons compte par le raisonnement ana- 
lytique. 

Aussi ne suis-je pas éloigné de croire ce que M. De- 
lambre parait ne vouloir pas admettre, savoir: que les 
Indiens ont eu, outre la Table ci-dessus, qui n'était évi- 
demment destinée qu'à des calculs où l'on ne demandait 
qu'une exactitude aux minutes près, d'autres Tables de 
sinus plus exactes (*). 

Maintenant, pour revenir au nom /(ortfaga, il paraît 
donc que ce terme et le terme indien cramadjya dont il 
est l'altération, ne signifiaient originairement que sinus 
simplement, les sinus d'une Table (**); qu'ensuite ce 
nom a été donné par excellence an sinus particulier, ou i 

( * ) Comparer le pasaii^G cilë c!-aprè« du Mémoire tur l'Inde de M. Rei- 
nnud, pai;e îii. 

{ " ) C'rax en qui résulte tutsi d'un puM^a de l'ouTrage >nbe intiUiK •- 
Tàilkh .mai.in,à (Ami^lf! dri Sat'ants) cité par M. Reioaud (^Uémoire or 
l'Inde, piQe 3ti), pnsiaDe inléroauint et qui peut donner lieu à quelqiiet 
observation» , que nous rëaerron» pour une suite occuïod. Celte cilition 
eitt aimi cotifue : . En l'innée iSU de l'béeîre (773 de J.X. ), il arrin de 

> l'Ijidc à Bagdad un bomme fort inatruit dans te* doctrines de son paj*- 

• Cet homme pouédail la méthode du Sindhind, relatiTe aux manTemenU 

• dei astres et aui équatioDi calculées eu moyen de lioui de quart ta 

• quart de dogri. 11 conniiuait aussi diverses manières de déterminer le* 

• éclipse* , niosi que le IeTerde*gignes du lodiaqae. Il atatt compo«é nn 

• Bbr^é d'un ouTrane relatirà ce> matières, qu'on attribuait a un priaw 

• indien nommé Fygar. Dant cri écrit , let hardagta étaient calculéi pmr 

• minutes. Le khaliCé ordonna qu'on traduiall le Trait« indien en Arabe, 

> afln d'aider les ransulman* h acquériruneconnaittanee exacte des étoiles. 

• Le soin de la traduction fut confié k Mohammed, Sis d'Ibrshîm-al-Fa- 

■ zar), le premier d'entre les musulmans qui a'éuit livré aune étude ap- 

• proroudie de l'astronomia : on désigna plus tard celte traduction, chei 

■ les astronome* , sou* lo titre de Grand Sindhind, > 
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l'arc égal à ce sinus, qui formait un élément fondamental 
dans la constructioa de la Table indicnDe, et qu'on a Gni 
pardonner le même nom à d'autres arcs ou quantités 
jouant un rôle important dans la ronstrucûon des Tables 
de sinus, par exemple k l'arc de i5 degrés, ainsi qu'on 
peut le voir dans 1^ méthode de Purbach analysée par 
M. Delambre (HisC. de l'^nron. du moyen dge,^. aSa). 

Quant au mot kardaga même , on ne doit pas s'étonner 
que les Arabes aient modifié un peu le terme indien en 
l'adoptant, et qu'ils aient fait hardadja de cramadjya, 
de même qu'ils faisaient fini^Amii de jfWtManra. Âu reste, 
la transformation de cramadjya en hardadja pouvait se 
faire d'autant plus facilement , que la transcription arabe 
de cramadjya est hrmd dj h , et qu'il suffit d'omettre le 
r», figuré dans l'écriture arabe par un petit nœud, pour 
avoir krddjk, el pour prononcer hardadja. Lorsqu'on 
connaît les altérations parfois incroyables qu'ont subies 
des mots et des noms propres grecs en passant dans la 
langue ou dans les manuscrits arabes, la conjecture pré- 
cédente n'a rien que de très- admissible. 

Note du Rédacteur. — Jya en sanscrit est proprement 
la corde de l'arc avec lequel on tire ; le nom du sinus en 
cette même langue est djyva (*); les Arabes ont adopté 
ce mot, et appellent le sinus djîb. Mais en arabe ce 
même mot signifie une espèce d'élévaûon, sorte de 
poche formée par un vêtement, un sinus ■vestis, et les 
traducteurs l'ont pris dans ce sens-là. Ainsi l'origine de 
la dénomination du sinus tri gono métrique tient à un qui- 
proquo. Djib désigne aussi en arabe un réservoir d'eau, 
une citerne : double signification que présente aussi l'hé- 
breu gaba, s'élever, s'enfler (d'où peut-être le gibbus 
latin) \ guebe est une citerne. 

(*) Cummn nique jiar le bbtuiiI orlcuuliile Muiik. 
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Quant au mot sanscrit cramadjjra (sinus droit) , il est 
formé de deux mots, crama et djya : le dernier signifie 
smus; le premier vieut de la racine cram, marcher, et dé- 
signe la marche, le pied, peut-être le pied-sinus , le sinus 
soutien principal , comme nous disons le pied droit \ c'est 
très-uonjectural. 

1|tlBSTIâN& FONDAMENTALES SUR LES CONIQUES , CLASSÉES 
MiTHOBIOUEHENT. 

i , Notation, a, &, c, etc. , désignent des points par 
lesquels la conique cherchée doit passer. 

A, B , C, etc. , désignent des droites que la conique 
cherchée doit toucher. 

A', B', C, etc., désignent des droites que la conique 
cherchée doit toucher en des points donnés. 

â. Dans toutes ces questions , il faut trouver, de gran- 
deur et de position, un système de diamètres conjugués, 
sans décrire la conique, sans calculs et par des considé- 
rations tirées de la géométrie ancienne (Euclide, Apol- 
lonius) et de la géométrie contemporaine (Chasies, Pon- 
celet, Steiner). 



3. Les données 



sont 



abcdE, 
Il bc DE, 
abcD', 
al>CD', 

nB'C, 
ABCDE, 
ABCD', 
AB'C. 
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4. Mêmes données } une droite éunt tracée dans le 

plan de la conique, trouver les points d'intersection avec 

la conique, sans décrire celle-ci et sans avoir recours à 

un système de diamètres conjugués. 

Parabole et hyperbole èquilatère. 





1. 


ab cd. 




2, 


oêcD, 




3. 


abCD, 




4- 


oSC, 




5. 


nBCD, 




6. 


nBC, 




7- 


ABCD, 




8. 


ABC, 




9- 


A'B'. 
Cercle. 


. Données: 







4. ah', 

5. ABC, 

6. AB'. 

Ici les grandes lettres A , B , C peuvent sîgnilîei' aussi 
des cercles donnés. 

Avit. On n'ioiéren pis de wluliDn rclatiio au par^raphc Q. 



edbyGoogle 



SUR LES RBSIMS DANS LA DIVISION UtrTHMfiTIQVE ; 

D'wBis M. LEJEUNE-DIRICBLET (* ). 



1 . Divisons le nombre entier p successivement parles 
n nombres i , 3 , 3 , . . . , n — i , fi ; on obUent n restes «jui 
se divisent en trois classes : 

A) restes égaux respectivement aux moitiés des difi- 
seurs correspondants ; 

B) restes supérieurs n ces moitiés; 

C) restes inférieurs à ces moitiés. 

La classe C est plus fréquente que les deux autres 
classes; autremcnl, le nombre des diviseurs qui four- 
nissent des restes inférieurs aux moitiés de ces diviseurs 
est plus considérable que le nombre des autres diviseurs, 
de sorte que si l'on désigne par n' le nombre des diviseurs 
qui fournissent la classe C, n croissant indétîniment , on 

lim — =; 3 — 'i>g4 ^0,6137, 

Dansleyour/jo/de Crellecité, M. L. D. résout le problème 
général , les restes étant inférieurs à une fractiou quel- 
conque du diviseur, et l'on fait usage d'une transforma- 
tion ingénieuse qui peut avoir des applications nom- 
breuses. C'est te type du génie de cet illustre analyste 
d'inventer, pour résoudre les problèmes particuliers , des 
procédés d'une admirable fécondité, et employés avec 
avantage dans des circonstances étrangères à celles qui 
ont donné naissance à ces procédés. 

C) «<rô. <fcCA«rf.ifcD<r«i.,i849.CBWJ.B,t. XLVn, p. iSi, iBij. 
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CeMémoireest suivi d'uD autre: De/ormarum binan'a- 
rum secundi gradus compositione , et des considérations 
sur la première démonsIratïoD de M. Gauss , de la toi de 
réciprocité dans la théorie des résidas quadratiques. Nous 
annonçons ces travaux avec bonheur, car le long silence 
de certains hommes est ime calamité (*). 

M. Bienajmë, le savant académicien, a bien voulu 
nous communiquer la démonstration suivante : 

Le quotient i répond a - diviseurs ; parmi ceux-ci , il 

n'y a évidemment que les diviseurs compris ^itre - et ^ n 

qui peuvent donner des restes égaux ou supérieurs i leurs 
moitiés respectives; ils ne sont donc qu'au nombre de 



de mf!me pour un diviseur d ayant un quotient f , il y 
aura des restes inférieurs au - diviseur </, jusqu'à ce qu'on 



il y aura an plus 



diviseurs donnant des restes plus grands que leurs moitiés 



(*) Ob > dit e«l> de Siejii. Je d'ù jamais comprît U justeau de cette 
pUiale ; du moin* d'apte la vie publique de cet homme d'État. 
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respectives. FaUant successivement q égal il, a , 3 , le 
nombre de ces diviseurs sera au plus exprimé par la série 



"[ô-^ô-^r^^ 



(?-+-i}(27 4-r) 



Lorsque» est iofiniment grand, f est infini, et la série 
devient 

(_,+!„» 4) „; 

donc le nombre des diviseurs donnant des restes infé- 
rieurs à leurs moitiés respectivement est r(3 — log4)- 



(TOll 1.1)1. f. UJ,i\ 

P*B M. FAURE. . 



S85. u = o eit l'équation rendue homogène d'une 
courbe plane de degré m entre trois variables x, , x, , x,. 
Lorsque le déterminant de cette fonction est identique- 
ment nul , l'équation représente un faisceau de m droites. 
(O. Hessb). 

D'après les notations de M, Hesse indiquées dans les 
Nouvelles jinnales , tome X , page i a4 , la fonction u a 
six coefficients différentiels du second ordre : 



et son déterminant D est donné par la relation 

D = «„(r„tf„-t-a»„i(„«» — u,,»;, — M„a;, — «„<,. 

11 serait identiquement nul si la fonction u , sans cesser de 
rester homogène , ne contenait que les deux variables Xt 
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etXi,carla variableXj étant supposée nulle, les dérivées 
de la fonction u par rapport à cette variable le seraietn 
aussi, et, parsirite, le déterminant, puisque chacun de 
ses termes contient Ug. Mais, dans ce cas, on a 

(,) „ = F(»,»,,«,i,) = o, 

et l'é<]uation u = o représente le système de m droites 
passant par un même point. Lors donc que l'équation 
u = o représente un faisceau de droites passant par l'ori- 
^ne des coordonnées , son délerminant est identiquement 
nul; prouvons maintenant la réciproque de cette pro- 
priété. A cet effet , j'opère un changement de coordonnées 
et je fais voir que l'équation que j'oLtieus, fonction des 
nouvelles variables, est aécees ai rement de la forme (i), 
de sorte que nous aurons transporté l'origine des coor- 
données au sommet du faisceau. Je poserai donc 

mais en ne faisant entrer dans ces équations que deux 
variables indépendantes j^i , y» , et regardant z comme 
une fonction de x, , X| , .r, déterminée par ces équations. 
Les constantes a , b, c, a sont, du reste, quelconques. 
Je substitue les valeurs de x, , x,, x, dans la fonction », 
et j'ordonne le résultat par rapport aux puissances de z. 
J'appelle U ce que devient u après la substitution des bi- 
nômes 

à la place de Xi , x, , x, : ce sera te premier terme du dé- 
veloppement ; d'après la loi de Taylor, le coeflScient de Zy 
que j'appellerai U', sera la valeur de 

//il du lin 

H.T, dx, '' itx. 
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(d*après la notalion de M. Hesse) lorsqu'on aura fait la 
substîtnUon précédente. Quant aux autres termes, je les 
désigne par U", U'", etc. ^ leurs valeurs se déduisent farï- 
lement de U'. On aura ainsi 

Or nous allons voir que le second terme de ce dévelop- 
pement est identiquement nul, et, par suite, lous les sui- 
vants, de sorte que notre équation se réduit à 

U = o, 

équation homogène et à deux variables ^i , y^ qui repré- 
sente un faisceau de m droites. Le déterminant D' de celte 
fonction sera identiquement uul , et par suite D , d'après 
la relation qui lie entre eux ces deux déterminants. 

Pour démontrer que U'^o, je désignerai par 3D,(, 
aD],, 2D(i,Ies dérivées du déterminant D par rapport 
aux quantités u, i , t/, , , ui, , et simplement par D, , , D^, , 
Dgi , les dérivées du même déterminant par rapport au,,, 
u,t, Ut,. On voit facilement que l'on a la série d'équations: 



D„ 


"Il 


+ D„ », 


, + D„ 


, "., 


— o, 


D„ 


>u< 


■ -)-D„«. 


, + D. 


, ", 


,= (>, 


D,< 


«u 


, + »„«,. 


, + D., 


,«., 


,= 0| 


D, 


i«. 


, + D.,ii, 


, + D., 


"., 


= o, 


D, 


■ V| 


■ +!>»«. 


■ + D., 


,«,, 


,= D, 


D.1 


,«, 


.+ D„», 


. + D., 


,«.. 


= Oi 


D, 


.«. 


, + D„«. 


, + D. 


,"., 


= o, 


D, 


>", 


, + D.«, 


, + D, 


."„ 


, = o. 


».; 


l«l 


, + D„«„ + D. 


,"m 


= d: 
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Comme l'on suppost; que D est identiquement nul, 
tous les seconds membres de ces équations sont nuli ; de 
sorte que, si l'on regarde les quantités D,| , Du , etc. , 
comme inconnues, on aura trois systèmes d'équations 
danslesquiils tes coefficients des inconnues sont les mêmes; 
par suite, leurs valeurs sont proportionnelles. Désignant 
par P une expression algébrique de degré a{ni — a), 
c'est-à-dire de marne degré que les dérivées D,i , Du, etc., 
et «i, ett, ai trois constantes, on pourra poser 

D„= a, P; D„ = «,P; D,. — «iP; 



D'après le pi-iucipe des fonctions homogènes , 



^-l- «.,*, + »„*. = ('"-')".. 



Je multiplie ta première équation par D,, , la seconde par 
D,i , la troisième par D,, , puis j'ajoute , en ayant égai-d 
à noti-e système d'équations écrites ci-dessus , 

Di.= [ffl-i)(D„w.-HD„Ui-l-D„ii,>=o. 

Meiunl ici à ta place des dérivées de D leurs valeurs en 
fonction de P, on trouve 



Cette démonstration s'applique d'elle-même à la ques- 
tion a86, de sorte que l'on peut énoncer ce théorème: 
A,m. de UoA-fmtî., (. illl. ( Novemlre iSS).) =6 
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M = o élant l'équation rendue homogène d'une sur- 
face de degré m entre quatre variables, si le détermi- 
nant de la Jonction est identiquement nul, l'équation 
représente un cône. c. q. p. d. 

SOLUTION DBS QOBSTIONS ÎH-ÎH 

Pm H. Fnuitois BRIOSCHI, 
Profeueur i iVninnilà de P«Ti«. 



3e me propose, dans celte Noie, la démonstration de» 
théorèmes suivants : 

u = o est réquation rendue homogène d'une courbe 
plane de degré m entre trois coordonnées linéaires. 

1°. Lorsque le déterminant (Hissivn) A delafonc- 
tion u est identiquement nul, l'équation représente un 
faisceau de m droites, 

2°. Les points d'intersection des courbes représentées 
par les équations 

u=o, A = o, 
sont des points d'infiexion ou des points doubles pour 
la première courbe. 

y^oest l'équation rendue homogène d'une courbe 
plane de la classe n entre trois coordonnées tangen- 
tielles (*) 

(*} lUppeloDt que - i - dlRntlMcàordoRiitwhrorisinBd'DDetangaDl* 
h une courbe, uns éqnition enlre >, «t r, de degré n est l'éqnation de )> 
eltie r; on la rend homogène en ocrWint -i - eu lien de z, , r, ; le v <** 
iclalif à celle sorte d'ëqualtons. Ta. 
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3". lAynqueledélei-minant^ delà fonction v est iden- 
tiquement nul, l'équation représente des points situés 
sur une même droite. 

4°. Les points d^ intersection des courbes représentées 
par les équations c =i o, y = o sont des points de re- 
broussement pourla première courte. 

u =: o est l'équation rendue homogène d'une surface 
de degré m entre quatre coordonnées linéaires. 

5°. Lorsque le déterminant ùi de cette Jonction est 
identiquement nul, l'équation représente un cône. 

6", La ligne d'intersection des surfaces représentées" 
par les équations u^o, A^o est une ligne d'in- 
flexion {ligne des points paraboliques), pour la pre- 
mière surface. 

v = o est l'équation rendue homogène d'une surface 
de la classe n entre quatre coordonnées planaires. 

7**. Lorsque le déterminant^ de cette fonction est iden- 
tiquement nul, l'équation représente une courbe plane. 

8**. La ligne d'intersection des surfaces représentées 
par les équations f=^o,^ = Qest une ligne de rebrous- 
sentent pour la première surface. 

Soit u une fonction algébrique, entière et rationnelle, 
du d^ré m des variables Xi, x,, ..., x,. Si l'on rend ho- 
mogène l'équation u = o en posant, au lieu des variables 

X, , X|,... , Xr, les rapports —, —,■■■■,—, et en multi- 
pliant parx^, alors un théorème d'Euler, irès-connu, 
nous donnera 

/ {m —i) H, =*,«,,,-+- j,«,,,-J-. .+i,u,,,, 
l {m— i)ii| = *.«,., -4- «,«,.,+ .- . + 3:,H,,,, 

(0 ! 
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Ces formules donnent le moyen de transformer le déter- 
minant auivant : 



En effet, ce déterminant peut s'écrire 



et comme, en ajoutant respectivement aux éléments de 
la première colonne ceux de la deuxième multipliés par 
— X) , ceux de la troisième multipliés par — .r, , etc. , 
la valeur du déterminant H ne change pas, et, ayant 
égard aux équations ( ■) > ou aura 
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+ — ^ 



J'observe que le second de ces deux déterminants est égal 
au suivant : 



ou, en répétant l'opération indiquée ci-dessus, en ayant 
•oin toutefois de substituer les lignes aux colonnes, on 
aura 






et, par conséquent 
(2}U = '— 



H-'y^rliv'' 



Analoguemenl, si y est une fouclion algébnque entière 



, 
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rationnelle de degré n des variables z, , : 
l'on pose 



-(-.)•,- 



Les déterminants A et y sont respectÏTementdef d^rés 

(,.+,)(,„_,)„,(,■+,)(„-,). 

Je sui>pose les variables Xo, Xi,..., x^; 2*, z,,..., *, 
liées par les deux systèmes d'équations 

' ' (n,= i,, «,= Z|, «,= z,,..., tf,^ï,. 

En prenant la dérivée de chacune des équations du pre- 
mier système selon Xg, x,,..., x^, eo ayant égard ans 
équations du second système , on aura ( r + > )* équadons , 
lesquelles peuvent se déduire des deux suivantes : 



en posant 5 et i = o, 
donnent 



, r. Ces équations i 



(4) âr = ., 

et, à cause des équations (3), on a, pour toutes les va- 



edbyGoogle 



(4o7) 
leurs de Xo, JTi ,... , JTr et de X,, z,,.., , z, qui satisfont 
aux équations u=u,v=o, la suivante : 



J'observe que si le déterminant Hessicn A est identique- 
ment nul, on a , par l'équation (a) , 



ideniiquemeut , et l'équation 



est elle-même homogène. Aiia1(^ueniont si ^ ^= » iden- 
tiquement, l'équalioo 

est homogène. 

Pour tontes les valeurs de x,, j-i,..., jr^ qui satisfont 
à l'équation u=o, et rendent H = o, on a A= o. 

jépplicaiioas géométriques. Si l'on suppose r = a et 
A = o on V = o identiquement, les équations 

sont homogènes, et l'on aies théorèmes i" et 3*. 

Si l'on suppose v='i tl A = o ou y = o identique- 
ment, les éqnabons 

sont homogènes , et l'on a les théorèmes 5* et 7* (* } . 

(•) HwciEm, !&'»i™*rC«>nw(n> AiBjtiniM, p. 17. 
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Eu désignant parR le rayon de courbure d'uoe courbe 
plane représentée par l'équatîon u = o, on a 

Aux points d'inflexion de cette courbe, on a R = as , par 
conséquent H = o , et 



(5) 



Cette équation représentant une courbe plauc du degn; 
3 [m — a) , les points d'inflexion de la proposée seront, 
en général , 3 m {m — i). Aux pointsdoubles de la courbe 



par conséqucHl H = o, et l'équation (5) aura lieu -aussi 
pour ces points (théorème a*) (*). 

Aux points de rcbroussement de la courbe i'=^ o , on a 
R =: o , par conséquent H = oo ei A =: oc , ou , eu 
ayant égard A l'équation (4) , 



Celte équation du degré 3 (n — a) représente une courbe 
plane, et les points de rebroussement de la proposée <{ui, 
en général, seront en nombre 3 n {n — a), seront les 

(•) Yarri l'eicellenl Traité ia M. Salmon , On the higher plaac c«nfi. 
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points d'interscctîou de cette courbe avec la couibe v = o 
(théorème 4') (*). 

On (loîl se rappeler que les équations u = o , c = o 
représentant une même courbe, on a 

Pin dénotan t par R, , R, les rayons principaux de cour- 
bure d'une surface « =: o, on a 

Si l'un des deux rayons est infini , on a H = o , par 
conséquent A 3= o. Celte équation représente une surface 
du degré 4 ("> — 3) , et la ligne d'intersection de cette 
surface avec la surface u = o sera une ligne d'ioAexion ou 
ligne des points paraboliques pour cette surface (théo- 
rème 6*) (*'). 

Si l'un des deux rayons est nul , on a H = co ; par con- 
séquent, y =:o. Cette équation représente une surface 
de la classe 4 {" — 2) , et la ligne d'intersection de celte 
surface avec la surface v = o sera une ligne de rebrous- 
semenl pour celle dernière surface (ihéorème 8*). 



SIR LA consthuctioji approchée du pentagone rëgolier 

DITE DE DURER (ALBERT). 



On sait que l'illustre artiste était géomètre, et a publié 
en i5a5 l'ouvrage suivant : TJnderweysung ricr Messung 



(-) /oumo/dcCrelle, i%.\rt.Vclei- cuivea drilirr Claiseund turvca À 
ter Ordnung. voR Her. prof. Hetie. 

(_") GEicosnt, Ànnalade Malhcmaiiiiun. tomo XX!, pane ï33. 

The CambHdgtaid Bailin iliiil„meiic«IJournal. iS^fi-iSÂQ. Onihc. 
diliontial a planeetOnthe triple l'igfii plinet, tic. Bj H. Salmon. 
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mit dem Zirckal and Richtschejrt, in Litiien, Ebenen 
undganzen Corporen , durch Albrecht Durer^ zusam- 
mengezogen und zu nutz aller htmstUebhabenden , mit 
zugehorlgenFigurenintrucligerbrachtimjar.M.D.X.X. 
C'est-à-dire : lastructioQ sur le mesnrage avec le com- 
pas et la règle, en lignes, surfaces et corps entiers, 
réunie par Albert Durer, pour l'utilité de tous les amis 
des arts, et imprimée avec les Ggures convenables. Nu- 
remberg, iSaS. Cet ouvrage a été traduit en latin en 
i535, et imprimé à Paris pai Cbristiau Wecbel. Kâstner 
donne une analyse détaillée de l'original ( Hist . des 
Math,, tome I, page 684I, et M. Chasies de la Xn- 
duclion {Hist. des Méthodes , page 53o). 

On trouve dans cet ouvrage de Darer la construction 
empirique du pentagone i-égulier que nous avons rappor- 
tée (p. 190). 

Le Père Clavius, jésuite, démontre dans sa Géométrie 
pratique [") que ce pentagone est équilatéral, mais pas 
équîangle. Deux angles sont de 107° 3'; deux autres de 
108° aa', et le cinquième de 109" la': dans le vrai pen- 
tagone régulier, cluque angle est de 108 d^rés. 

Dans beaucoup de circonstances, cet à peu près suffit. 

QUESTIONS DE lAXIHIOl 

PnoposiBS FAE M. N. CIRIER, 

T jpograph e-Co rrecteur. 

i . PnoBLÈHE. Construire un cône de révolution dont 
l'arête est donnée de longueur, et dont le volume est 
un maximum. 



(*) Chri$io^ori CUvii Bamiergcaia t Sofietmle leutGeomeiria prûttitt; 
JI<^guni/«,j6o6. ln-4, lib. Vltr.prop, ag, pige 36o. 
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Solution . Soit a la longueur de l'arête. Le rayon de la 
.base esi~^, et la hauteur est-= ^ïdanslecôneàvolume 
maximum. 

Observation. La hauteur éUDt moindre que le rayon de 
la base, un cornet en papier, de cette forme ne se main- 
tiendrait pas. 

â. PKOBLàHE. On donne un rectangle de base b etde 
hauteur A,- on mène deux parallèles aux petits côtés et 
deux parallèles aux grands côtés: de telle sorte que le 
rectangle soit partagé en un rectangle central, quatre 
rectangles latéraux et quatre carrés aux angles. On fait 
faire un quart de révolution aux quatre rectangles laté- 
raux, et ils deviennent les quatre faces d'un parallèle 
pipède rectftngle. Quelles doivent être les dimensions de 
ce parallèlipipède pour que son -volume soit un maxi- 
mum? 

Solution. Soit x la hauteur de ce parallèlipipède; les 
deux autres dimensions seront 

il faut donc rendre un maxïmtun 

x(b—2x)[h-2X). 

La méthode connue donne 

. x=i[6 + A±v'6'-W+A'], 

ft~2* = i[2A— ftzpv'i'-^A + A']. 
Pour le maximum, il faut prendre les signes inférieurs, 
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le raJical devieut rationnel eo faisant 



m est un nombre quelconque. 

Observation. Ces deux problèmes ont des applications 
dans le cartonnage. 



ARITBMOLMIH. 

THÉORiNS SUR UKB ÉQUATION DU SECOIW BE6Rfi; 

P*m M. LEBESGXJE. 

\. Lekme. Tout nombre de la forme ^n + -x est dé- 
composable en trois carrés [voir Legehorb , Théorie des 
Nombres, a' édition, tome I, page 393). 

Observation. Ce théorème est énoncé par Euler dans 
une lettre à GoMbach, datée de Berlin, a5 juin i']llfi 
[Corresp. math, et physique, tome I, page 44S). H ajoute 
qu'il a vérifié que tout nombre de la forme 4 " + • ou de 
la forme 4» -H a est la somme de trois carrés (zéro non 
exclu); mais qu'il n'a pas pu encore en trouver la dé- 
monstration. On la doit à Legendre [Hist. de l'jicad. 
de Paris, ijSS, page Soj; voir aussi Disquisitiones 
ariihmeticœ, page5o4)< 

2. Théobème. N étant un nombre entier positif , on 
peut toujours satisfaire à l'équation 

4 mn — m — n + X' hj'-t-j- = N. [Emn. ) 

Démonstration. Cette équation peut se mettre sons la 
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forme 

[2{m4-'»)-i?-4{'»-«)'+4^+(2j' + ir = 4N + 2; 

d*où 

[a(m + />)-i]' + 4-«^+(aj- + i)'=4[N + («-«)'] + 2. 

Le membre à droite est de la forme 4^ + 2; donc , d'a- 
près le lemme, ïl est décomposablc ea truîs carrés dont 
l'on doit élre évidemment pair. 

SUR INK SIlItFACB DU TReiSIRNB DE6Rfi QU'ON RENCONTRS 
EN NÉCINIQUE. 

Soit l'équation d'une surface du troisième degré 

(* + r) {y + «) (2 4- *) - c' {t-i- r)- "■(/ + ») 

— i' ( 8 -t- «j — a abc ^ o. 
Cette équaUon peut se mettre sous la forme 

{jr+j-)(*r-c')+(r + *)(j^ -"')-*- (!+-^) («-*') 

elle est satisfaite en posant 

xjr =f% yt = "') M = b', 
d'où 

bc 



& l'on a 

*r>C. J-»>'ïS ">*'. 

ks coordonnées ne peuvent être simuhanémeut réelles. 
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E=0, ^=- 



le plan 

où p est une constante , coupe la surface suivant uae hj- 
perbole équilatèrc. 

Observation. Cette équation est l'objet d'une de ces 
excellentes Notes dont M. J. Bertrand a enrichi la 3' édi- 
tion de la Mécanique analytique (tome I, page 4^7) (*)■ 
C'est un travail accompli avec science et conscience; 
synthèse indispensable cbez un éditeur, et qui devient 
très-rare. « A une époque où, sauf quelques honorables 
)i exceptions, la publication d'uu livre est une opération 
M purement mercantile, où les Traités des sciences sar- 
» tout , taillés sur le même patron , ne diffèrent entre eus 
» que par des nuances de rédaction souvent impercep- 
» tibles,..., on accomplit, je crois, un devoir en diri- 
11 géant l'attention des commençants vers les sources ori- 
" ginales, » C'est ce que disait Arago en i83i, dans son 
éloge de Volta {Mém. del'j4cad. des Sciences , tomeXQ, 
page 73). M. Bertrand s'est pénétré de ce devoir en repro- 
duisant un chef-d'œuvre de philosophie mathématique, 
brillant par l'unité dépensée, de plan, de méthode. Sans 
doute, dans un ouvrage de si haute portée, de si longue 
haleine , on s'aperçoit dans un petit nombre d'endroits 
que le génie de Lagrange est celui d'un homme. Ces inad- 
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vcrtances sont éminemment instructives, lorsqu'elles sont 
signalées et rectifiées par des géomètres tels qne Poinsot, 
Billet, Bertrand. C'est ainsi que dans Euclide même, 
dans cet antel élevé à la logique géométrique, on ren- 
coDlrc celte grande inadvertance, cette confusion des so- 
lides égaux par superposition et par symétrie, inadver- 
tance qu'Euler a si richement réparée. Il faudra toujours 
en revenir à ces grands maîtres, car k en fait de niathé- 
u matiques, il n'y a à profiter que dans les métfaodt» et 
u les livres qui ne consistent qu'en détails ou en propo- 
» sitions particulières, ne sont bonsqu'à faire perdre du 
i> temps à ceux qui les font et à ceux qui les liseut. a 
[Analyse des Infiniment polUs, préface (*)■] 

C'est en 1699 que L'Hospital faisait cette observation, 
et, en i854} c'est vers ces boutiquiers en détail qu'on 
veut pousser la jeunesse, ctquiyperdra, outre le temps, 
l'aptitude aux raisonnefnents abstraits, longuement en- 
chaînés, l'aptitude aux profondes méditations. 

NOTE SUR LES SECTIONS TOBQtlES; 
Par h. GARLIN. 

I>octeur è» Science*. 

M. A. Serret a, le premier, fait connaître la vériiable 
nature des sections toriques parallèlement à l'axe [Jour- 
nalde Alaihématitjues , tome VIII, page 49^, t843). Je 
vais parler ici d'une propriété qui ne se trouve consignée 
nulle part, à ce que je sache. Elle consiste en ce qu'en 
coupant un lore déterminé par un plan parallèle à l'axe, 
ta courbe d'intersection est la même «jue celle qu'on ob- 

(') Une Noie de M. BerlraoïJ snr les équations de Hamilton esl derenue- 
ke sujet d'une belle tb£ae doclxralo de M. AKrcd Lafond sur lB(]iiol1e nouit- 
BOUS propoMinide retenir. 
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lient en cherchant le lieu géométrique des sommets des 
angles quelconques circonscrits à une certaine ellipse, 
dont il est facile de déterminer les éléments. Et rccipro- 
quement , la courbe du lieu des sommets des angles quel- 
conques circonscrits à une ellipse déterminée, peut être 
obtenue en coupant un tore dont on déteiinine les élé- 
ments, par un plan dont on assigne la position. 

Pour (e faire voir, rappel on s- non s que l'équation du 
tore est l'équation du quatrième degré 



R étant le rayon de la circonférence génératrice, dh 
distance de sou centre à l'axe de révolution, et l'origine 
des coordonnées le pied de la perpendiculaire abaissée de 
ce centre sur l'aie. 
Soit 

J =/' 
réquaiion du plan sécant^ la courbe d'intersection qui se 
projette en vraie grandeur sur le plan XZ a pour équa- 
tion, dans ce plan, 

Or la courbe relative aux sommets des angles a cir- 
conscrits à une ellipse dont les demi-axes sont a et 6 , a 
pour équation , en posant tang a = K , 



w 



({j'+a')'— a ta' 



+ B- + -, 



Supposons d'abord qu'on connaisse a , b et a. ïl s'agit d 
voir si, parl'identiliratîon des équations (i) et (a), o 
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peut trouver des valeurs rëclleset Guies pour les éléments 
d, Reip, relatifs au tore et au plan sécant. 
Les équation»de l'idcntillcatioD sont 

rf'+R' — /!' = «'+ *'+^, ' 
... ai' 

B' — rf" — f'=:<l'-»-6'+ --r^. 



Retranchiiat la deuxième de ces équations de la pre- 
mière, on trouve 



Ainsi en posant, comme d'ordinaire, 



la dislancc de l'axe de révolution au centre du cercle gé- 
nérateur sera égale à c cotang a. 

La deuxième et la troisième équation donnent 



la position dn plan sécant est ainsi déterminée. 

D'ailleurs la première équation donne , pour le rayon 
de la cîrconféiencr génératrice, en y substituant les va- 
leurs déjà trouvées , 

R = — ^ ■ 

Réciproquement, te tore étant dé6ni d'avance, ainsi que 
la position du plan sécant, les trois équations de l'iden- 
tification servent à déterminer les dimensions de l'ellipse 
et l'angle a. 

Ann. de litthimal., I. XIII. (NoTenbru \V>k.) ^7 
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En particulier, si l'angle est droit, le tore est remplacé 
par la sphère, car (J= o; et les valeurs 



font connaître le rayon de cette spbère, et la position du 
petit cercle ^al à celui du lieu géométrique. 

L'équation ( a) du qnatriènte dt^é à puissances paires 
n'ebt pas décomposaUe, en général, en facteurs du 
deuxième degré. On s'en assure en identitiant le premier 
membre au produit de deux polynômes du deuxième de- 
gré en X et y , et l'on voit que l'on n'a de coefficients réels 
pour ces polynômes que quand a-^b , c'est-à-dire quand 
l'ellipse devient un cercle. Alors on trouve deux circon- 
férences pour le lieu; l'une se rapporte à l'angle donné, 
et l'autre à l'angle supplémentaire. C'est elTectivemeut ce 
que l'on trouve quand on traite directement la question 
pour le cercle. On peut encore démbntrer l'impossibilité 
de la décomposition en facteurs, en résolvant l'équation 
par rapport à z , et cherchant alors la condition pour que 
la quantité placée sous le radical soit un carré parfait. 

Nom. Pour l'hyperbole equllatèrc, lo lieu dea Mmnieti dw angles ^m 
circonscrlb e*t une cauinoide. MM. William RoberO et Tortolini onl 
publié , sur oeUe courbe , de belles études qui se rattachent ani ronrliooi. 
elliptiques, (/ounul de Llauvillc et Dueeci/fi leifillfica.) lorsque ;i = R 
■ans que d Boit nul , l'identiflcatiaii dsvieat impouible. Un c*s tpédal at 
celui aùp = d — R; l'équation (i) ne >e ripporunt qu'il l'ellipse, n'cM 
pas assez générale. Ta. 



K EXPRWfi SU 333 CHIFFUBS. 

( Ai^h. de NsfA^nuf JfuM de Grunert , l. XXI , p. 1 19 i i853. ) 

Le professeur Richter, à Elbing, a fait ce calcul. Les 
aoo premiers chiffres sont les mêmes que ceux de 
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M. Dahse (tome IX, page 13) qui sont ainsi vérinés. 
Voici les 1 33 nouveaux chiâres : 

44a88 10975 66593 34461 28475 64823 37867 83(65 
27130 19091 45648 56693 346o3 48610 45432 66482 
13393 60726 02491 4"73 72458 70066 o63i5 58817 
488i5 30930 098. . . 

D'après ce calcul, les 56 dernières décimales de 
M. BuiWrfordnesontpas exactes (tome X, page 198). 
Dans ces i33 nouveaux (.tiiirres, les 73 premiers sont 
vérifiés par un travail de M. le professeur Lelimann, à 
Postdam (Arck. de Math. , tome XXI, page iSpj i853). 

Ainsi 273 chiffres sont contrôlés. 

Ce Mémoire de M. Lehmann est Irès-remarquable , lu 
plus complet qui existe pour le calcul de tt; on y trouve 
cette curieuse observation : Si l'on voulait calculer le vo- 
lume d'une sphère ayant pour rayon un trillion de 
milles [*) , éloign'ement de ta nébuleuse la plus éloignée 
observée jusqu'à ce jour d'après l'estimation de HerschcU, 
el calculer avec une exactitude telle., que l'erreur soit 
moindre que ta plus petite grandeur microscopique, 
moindre qn'uit cube d'un deux-millionième de pouce 
de c6té, il suffirait de prendre n avec 90 dcrîmales. 

Que devient en comparaison l'arénaire d'Arcbimède? 

Ludolf van Ceulen a calculé ses 35 décimales, sans 
séries, i la manière d'Arcbimède, pardes extractions 
successives de racines carrées. 

Sharp, Machin et Lagny se sont servis de ta série 

M. Lehmann trouve que, pour avoir n par cette série 
avec 100 décimales exactes , il faut 307 termes, chacun 

( * ) Le mille d'Allemagne eut de deux lieae* entiren. 
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ic = 6 arc taog l 



avec io3 décimales. Lagny a trouvé 127 chiflVes. II faD' 
drait calculer a63 termei, chacun avec i3o décimales; 
mais il paraît que Lagny a trouvé les 27 dernières 
décimales à l'aide d'un artifice qu'on ne connaît pas. 
M. Lebmann conjecture qu'il a fait usage d'une partie de 
ta série négligée par Machinj savoir : 

(,_ 4-5. 1 + 4:5 4-7.^ 1 
3 MiSJ _4t5 417 4^ j_ l 

Convertissant cette série en une autre plus convei^cnle, 
Lagny a pu se servir de cette expression 



'-'f^'i'-h^ 



3', 5 3'. 7 



_ s/3 I 4 117 4' 4'7'4'9' 
3"'.83o j a 4 6 _ i- 

( "*'4i7'4T^'4a.'4''''" 
et, par un calcul très-compliqué, M. Lebmaou trouve 
qu'il faudra calculer 219 termes, chacun avec i3o dé- 
cimales, pour obteuir R avec 137 cbifTres exacts*, ainsi 
on aura k calculer 44 termes de moins que d'après la pre- 
mière série. On a, obtenu cette réduction en réduisant les 
56 derniers termes de 263 à 12 termes. L'auteur se pro- 
pose ensuite cette question ; Où faut-il s'arrêter dans le 
développement de la série générale pour réduire le calcul 
au moindre nombre de termes. Il applique ces considé' 
ralioDS à ces expressions de 

n=4 Urclang^ + arc Ung g -t- arc tang ^ j 

^ 8 tang arc 5 -4- 4 "''*= '^^iJ " 

= 4 ( »"= tang - + arc tang ^ I . 
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On a la formule ordinaire 



en tout q termes. 

L'auteur convertit les rdemiers de ces f termes en une 
autre série convergente, et trouve 

arc tang -p = <p — î <,' + ë T' - R. 



-2r+3 i + if' 
^•4 



{m 



l + / 

Nous ne pouvous pas suivre l'auteur dans ses calculs 
qui remplissent une trentaine de pages. Nous devons nous 
contenter de savoir que M. Lehmann indique combien 
il faut prendre de termes pour avoir successivement les 
nombres de Ludolf, Sbarp , Machin , Lagny , Vcga , Dahse 
et les 73 premiers chillres de M. Rlclitcr; d'autres 
moyens sont indiqués pour passer plus loin. Nous ne 
connaissons pas de meilleure étude sur les méthodes d'ap- 
proximation dont il est maintenant si souvent question. 
S. En i852, une brochure in-4 de 10 pages a été pu- 
bliée à Besançon sous le litre : Démonstration de l'im- 
possibilité de rectifier exactement la circonférence du 
cercle f par Numa Boyé , ingénieur des Mines , ancien 
élève de l'Ecole Polytechnique (*). 

Par des considérations fonctionnelles, l'auteur parvient 
à la formule connue 
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[L'auteur désigne e' par E (x) et log x par E (x) ; cette 
notatiou n'a pas d'importance logique. ] 
Faisant 



%— I = log v'^ ; 



L'auieur ajoute : « Cette formule ^tant exactement dé- 
M duite , ne comporte que les deux hypothèses suivantes : 
» pu lùen elle est uoe identité , ou bien elle est une équa- 
n tion, c'est-à-dire une relation déterminée, pouvantëtrc 
n exactement satisfaite par une quantité déterminée. » 
Il s'attache ensuite h prouver que les deux cas ne sont 
pas admissibles. Donc il n'existe pas d'expression algé~ 
bfique possible entre la circonférence et le rayon. On 
peut répondre que celte expression n'est ni une identité , 
ni une équation proprement dite. C'est un symbole mné- 
monique relatif à des développements en série. Si , dans 
logxdéveloppéenaéric, on failx^ ^f—ït et qu'on mul- 
tiplie ensuite tous ses termes par v'— > > on obtient une se- 
conde série réelle, et qui a pour limite — II faut donc en- 
core s'en tenir à la démonstration de Lambert. 

La géométrie démontre que le côté du carré divisé par 
la diagonale donne un quotient constant , et que ce quo- 
tient est irrationnel; la géométrie démontre encore que 
la circonférence divisée par le diamètre donne un quo- 
tient constant. La géométrie est sans doute capable de dé- 
montrer que ce quotient est irrationnel; maïs les géo- 
mètres sont encore incapahles de donner cette démonstra- 
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tion. 11 faut toujours dietingoer entre la géoméuie et les 
géomètres j comme entre l'analyse et les analystes. La 
science peut tout, elle est Dieu; mais pas les savants, ce 
sontdes honunes ('*). 



UNnSRSlTfi DE PiRIS. 

Question proposée pour le Baccalauréat es Sciences 
(4 avril i854). 

On demande le poids d'un tombereau de terre dont les 
dimensions sont les snivantes : 

Profondeur 0",^^ j 

Largeur du fond o°,52 ; 

Longueur du fond o^So'j 

Laideur du bord supërieur u'°,82; 

Longueur du bord supérieur o^jSS. 

11 est _f empli à ras du bord; il est à fond plat, la densîtë 
de la terre est a'",65. 

Soient di» profondeur, a, a' les deux longueurs , byb' 
les deux largeurs , V le volume. On a 

V = g 3[{2<n- «») 6 + (»<!'+ û) ft']. 

Le poids cherché est 117a''", 634, calculé parM. Koralek. 
Cette formulesimple, dcM. Catalan, est un cas parti- 
culier du théorème de M. Sarrus , énoncé t. VU, p. 344» 
des Nouvelles Aniiaies. 

Convenons que c'est une bien belle chose que les 
• mathématiques enseignées au point de vue deleurs appli- 
cations, bieo propre à agrandir, à ennoblir l'intellïgeuce 
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juvénile, & l'âge poétique delà vie. Il est à regretter qu'on 
De donne jamais de questions universitaires sur la tenue 
des livres-, on les réserve peut-être pour la Liceuce es 
Sciences. Argentumtuumvertumestùtscoriam; vinum 
tuum mùtum est aqud ; principes tui infidèles (*)'■, Oit' 
nés diligunt mimera, se^uuntur retributiones (Isaîas, 

I, 21, 33). 

FACULTÉ K PARIS. 

Agrégation pota- ies îycées (Sciences), i854- 
Question. Exposer une méthode simple et pratique 
ï>our obtenir un produit et nn quotient à une unité près 
d'un ordre décimal donné. Erreurs relatives des données 
et des résultats. Calculer à cent unités près, à l'aide de 
cette méthode, le rayon d'un cercle dont la circonférence 
serait de quarante millions de mètres. •> 

Observation. Lisez : calculer le rayon d'une circon- 
férence de tant de mètres. Pourquoi la forme germanique 
serait ? On est tenlé de croire que ce sont les professeurs 
de langue allemande qui rédigent ceruines questions 
sitaires. 



NOTE- sua LKS PUISSANCES DES NONBIES 



1. Euclide mooLrc par la géométrie la composition 
du carré du binôme; on peut montrer delà même ma- 
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nièi'e le carré du trinôme, du quadrinôme et d'un poly- 
nôme quelconque; c'est une observation de M. Faraguel. 
La géomëtrie EuiBt aussi pour faire voir très-simplement 
la composition du cube du binôme; mais la complica- 
lioQ augmente avec le nombre de termes. 

Euclide montre l'identité a' — /»' = (a-i-b){a — i) ; 
ou pourrait encore montrer les identités 

<,' + b' = la -i- b}{a' - ab + b^). 

Les puissances supérieures au cube dépassent les limites 
de l'étendue. 

3. Soit (a. lo" -t- 6"), où a,b,in,n sont des nombres 
entiers positifs ; supposons que b,m, n sont des nombres 
constants et que a seul varie : les n premiers cbiflfrcs à 
droite restent les mêmes. Celte propriété donne le moyen 
de raccourcir les Tables des puissances des nombres, en 
disposant ces nombres suivant une progression arithmé- 
tique dont la raison est lo"; tant que A nechangepas, 
les n premiers cbiSres à droite, une fois écrits, servent 
toujours. M. Caillet, auteur d'un excellentTraité de Na- 
vigation (*) , a mis ainsi sur une seule page les carrés des 
nombres de i à i6oo (t. I, p. 197). Les Tables de Bùcbner 
donuent les carrés et les cubes des nombres de i à i a 000 ; 
si l'on adopte la métbode de M . Caillet , on pourrait faci- 
lement étendre ces Tables jusqu'à 1 00000, sans une aug- 
mentation de volume. On a remarqué depuis longtemps 
que les Tables des carrés peuvent servir à effectuer des 
multiplications, d'après l'identité 
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BÊWNSTMTION DB QliKMHlBS PRIF«SITim B'iUTOhWII 

l'4ntS BliGLIM; 

pAi H. Amc«lo GENOCCHI. 



Une propriété des nombres , dont on ne peut se passer 
même dans les éléments, c'est que le produit de deux 
nombres premiers avec un troisième est premier avec ce 
iroisième nombre. Pour rétablit-, je donne la préfé- 
rence à la démonstration d'EucIîde, qui me parait la plus 
simple, et qu'on abr^e beaucoup par l'emploi des nota- 
tions modernes. 11 est vrai qu'on a besoin de prouver 
d'abord quelques autres propositions j mais celles-ci ne 
sont pas sans intérêt : au contraire, je les crois essen- 
lielles dans la théorie de la réduction des fractions. Cette 
démonstration revient à ce qui suit. 

1. Si V est la plus simple des fracUons équivalentes à 

une fraction déterminée -■, a sera un diviseur de 0, et b 

1 
un diviseur de q. 

Démonstration. Si a est un diviseurde p, on aura 

p = ma, 
m étant entier j mais 

" — t 
et, par suite, 

d'où 
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donc & sera aussi un diviseur de q. Si a n'esl pas un di- 
viseur de /f, divisons p paru, et soient m le quotient, a' 
le reste : nous aurons 

p = nto + a", 
et comme ^ =: -i il s 



Or, la fraction —étant inférieure à l'unité, il est clair 

qu'en divisant <j par h on obtiendra m pour (piotïent en- 
tier avec un reste b' <^ J, et qu'ainsi 



En comparant les deux valeurs de t) ou a 

a b b' b q' 

on trouverait donc une fraction tj équivalente à -et plus. 
simple que j- 

â. S\ p eiq sont deux nombres premiers entre eux , 
£ sera la plus simple de toutes les fractions ayant même 
valeur. 

Car, si la plus simple était une autre fraction ?> a se- 
rait un diviseur de p, et b un diviseur de q (1) , et l'on 
aurait 

p=ma, ^ = mb, 

in étant un entier supérieur à l'unité: par conséquent, /^ 
et q auraient un/acieur commun m. 
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3. Si 6 est premier avec a, h sera premier avec tout 
■loiubi-c c diviseur de a. 

En cfTet ,&i b ctc avaient un fauteur commun ij, ce fac- 
teur diviserait exactement a cpii est un multiple de c : on 
aurait donc 

b =: md, a := nd, 

et caserait un diviseur commun de a et i. 

i. Si a et & sont premiers avec c, leur produit ab=:p 
sera aussi premier avec c. 

Démonstration. Supposons que ;> et c aient un divi- 
si'ur commun ç ; a, premier avec c, sera premier avec tj 
diviseur de c (3), et, d'ailleurs, on aura 

P = '"?. 
m étant entier, nu 

d'où 



Donc- sera la plus simple des fractions équivalentes à 

Y (2)-, donc q sera un diviseur de b (i). Ainsi fi et c 

auraient un diviseur commun i/, tandis qu'ils sont don- 
nés comme premiers entre eux. 

Ces quatre théorèmes coïncident, dans le même ordre, 
avec les propositions ai, 23, a5, 26 du VII' livre 
d'Euctîde, et je n'ai changé que la démonstration du 
premier théorème. Le Iroisiême pourrait Être omis comme 
assez évideut. 



tu Google 



(4«9) 

■B)uii«ii8 siit m ratoRim m i. miioschi 

KT SUR U OIIKSTIOH 2li7 

(rMrl. U.p Ml, Ml. XII. p. l«I|j 

PAK H. Ahoblo GENOCCHI. 



Soient A,,...,A| cinq points situés sur un ellipsoïde; 
Ar l'un quelconque d'entre eux; c, le volume du tétraèdre 
ayant pour sommets les quatre autres points ; !Vf un sixième 
point; Dr le demi-diamètre de l'ellipsoïde parallèle Ji 
MAr ; i^r 1b disianre MA^ : on anra 



M. Briosclii adonné ce ibéorème en supposant le point 
M silut^ aussi sur l'ellipsoïde , et il a remarqué que, dans 
)e cas d'une sphère, le théorème a lieu quoique M ne soit 
pas un point de la surface. Il est facile de démontrer que 
celte observation doit être étendue au cas d'un ellipsoïde 
quelconque. Soient, en effet, 



l'équation de l'ellipsoïde , et 

celles du demi-diamètre D, : les coordonnées de l'extré- 
mité de D, seront 
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Par niile , on aura 



,/>'?' 
^F"*"? 



^t^ 



Or, si a, f3, y sont îcs coordoDiiées da point M, el 7,, 
7"^, r, celles de Ar, on aura 

de plus, D, et MA^ éunt parallèles , il s'ensuit 



donc rëquation précÀlente deviendra 

On voil que cette formule a lieu quclU-s (jue soient les 
positions despoints M et A,. En supposant que A^ soit sur 
l'ellrpsoidc, et faisant 

nous trouvons 

qui repi'ésenie cinq équations correspondant à 
entre les quatre mêmes quantités 

( * ) C'eal un* doute par inadTerUnce que U. Brioscbl nomrae , paraii 
Icaqualre inconnue», rciprcstion - — qui , rarwiil d'une équation à 
l'aulra , rFpréwnlF pinq quanlilc*, el qui reparaît dani Ir dvlermiiiinl. 
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Lcurdétermiiiani, que je désignerai par 

sera donc nul , et , en le développant, on aara 

2±dJ «lét. (I, «^.T'^, V)- o, 

où r* désigne ceux des nombres 1,3,... 6, qui sont dilTé- 
renis de ;'. Mais comme 

K, = g(lct.(i, r,>, j^, v), 
on conclut 

0," ; 

Pour la sphère , on a 

et si le point M coïncide avec A,, il en l'ésulic 

c, rf; — .., efi + V, d\ — ... d\ = o, 

puisque d,^= o. Cctie équation particulière a été donnée 
par M. Bellavitis dans les AnnaliAeH. Tortolini, i853, 
page ao4. M. Bellaviiis croit que la relation 

analogue aux précédentes, et, qui forme le sujet de la 
question 267, est erronée. Il roc semble que son opi- 
nion peut être juslîiiée, en considérant un cas particulier 
très-simple, celui où tes points A|, A), A,, A» seraient 
les sommets d'uu quadrilatère plan rectangle. Dans ce 
cas , le tétraèdre v, s'évanouit , et les autres !>, , f, , ^, , c^ 
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sont équivalents , comme ayant poui- liauteur conunuiic la 
(lislancv du A, au plan du recunglc A, A| A, A,, ot pour 
base la moitié de ce rectangle. La relation 

qui a lieu pour la sphère, devient donc 

</; — (/; -t- lii — rf; = o, 

«l en même temps la relation 

2..*=». 

donnera 

<■/, + rfi -K <lt H- */, = o , 

Or il est aisé de se convaincre que ces deux équations ne 
peuvent subsister ensemble pour toutes les positions du 
point IM sur la sphère, car tes distances d,, dt,-d%-, d^ 
devraient être égales deux à deux, et, par conséquent, le 
point M serait situé sur un plan diamétral perpendicu- 
laire à deux c6lés parallèles du rectangle A, A, A, A(. 



SUR LIS SONS UiRMinViSS; 

MERSENNE. 

Ou attribue oïdinairemeut à Rameau {*) la découveiic 
des sons harmoniques qu'un corps sonore fait entendre si- 
muliauément. Voici ce qu'on lit dans V Harmonie uiiiver- 
icîle du P. Mcrsennc, imprimée en i636. 

C'est la proposition 1 1 du livre IV des Instruments, 
page 2o8. 

u Délenniner pourqiioy une ckonte touchée à vaîde 
• /ait plusieurs sons en niestne temps. 

» Il semble qu'Aristote a cogneu cette expérience, 

(•) NcA Dijon cil iCSÎ.morlen i-Bi. 
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D lorsqu'il a fail la question poiirquoy le son grave con- 
» tient l'aigu dans le huiliesme problesmc de la dîx-neu- 
» vicsme section , pourquoy i! devient plus aigu en finis- 
u sant dans l'onziesoie : à tjuoy l'on peut rapporter le 
V «Jouzicsme et le treizîesme probtesme , et d'où plusieurs 
» autres problesmesdeiamesnie section penventétreen- 
tendus , de sorte que cette proposition est fort utile pour 
H la philosophie d'Âristote; mais il faut remarquer qu'il 
» n'a pas sceu que la chorde frappée et sonnée à vuide 
Il fait du moinscinqsonsdiâëreotsenmesme temps dont 
» le premier est le son naturel de la choisie qui sert de 
u fondement aux autres et auquel on a seulement esgard 
Il pour le chaut et la partie de la musique, d'autant que 
11 les autreâ sont si foibles, qu'il n'y a que les meilleures 
Il oreilles qui les entendent aysément.... Quant à moy, 
a ie n'y ay nulle difficulté, et j'ay rencontré plusieurs 
» musiciens qui tes entendent aussi bien que moy.... Or 
» ces soDS suivent la raison de ces nombres 1,3, 3, 4) ^i 
B car l'on entend quatre sons différents du naturel , dont 
n le premier est à l'octave en haut, ie second à la dou- 
» ziesme, le troisiesmeà la quiuzicsmc et le quatriesme 
» à la dix-septiesme majeure , comme l'on void par lesdits 
a nombres qui contiennent les raisons de ces conson- 

u nances en leurs moindres termes Outre ces quatre 

Il sons extraordinaires, i'en entends encore un cin- 
M quiesme plus aigu (*), que i'oy particulièrement vers 
» la fin du son naturel et d'autres fois un peu avant le 
« commencement; il fait la vingtiesme majeure avec le 
» son naturel , avec lequel il est comme 3 à so. Mais j'ex- 
n périmeote quasi toujours queladouziesmeetia dix-sep- 
N tiesme s'entendent plus distinctement que les autres. » 

Inilcbei le célèbre physicien Snvarl et ch«i son fr^releCommanilBnl du 
Génie. 

Ann.deKait^at.. t. XIII. [NoTembrc iSS'iO ^8 
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Il oherclie eiisain; la cause cId phénomiiie , énoiiee la 
vériiable, mais parait la rejeter. Auribuam tout son 
aux battements àe Tair, ï! ajoute : h Si ce n'est que l'on 
die que la moitié delachorde le bal deux fois, undis que 
la cborde entière le bat une fois , et qu'en mesme temps la 
trolsiesme, qualriesme et cinqniescne partie le battent 
trois, quatre et cinq fois: ce qui est contre l'expérience.» 
On voit qu'il ne connaissait pas l'existence des nœuds f il 
croit qu'il fauicbercber l'explication dans les battements 
de l'air extérieur et en donne des raisons fort vagues. 11 
répète cette expérience avec des cloches. 

L'Harmonie universelle du célèbre minime, ouvrage 
in-folio de io49 P^ge») «s* ""^ macédoine de renseigne- 
ments littéraires, scientifiques, physiques, artistiques, 
technologiques, etc. On y trouve la Mécanique de Ro- 
berval ; la Rhy thmique poétique des Auciens et la Rhyih- 
mique française; la théorie des échos, des combinaisons; 
ta page io8 est une Table des permuUlions de tous tes 
nombres de i à 64 : pour 64 il y a go chiffres compris 
i4Mrosi àlapage lia, on lit les futiles jao permuta- 
tions des six notes ut, ré, nu, fa. sol. la f la construction 
de tous les instruments de musique du xvn' siècle et 
la maniée de les jouer ; l'anatomie complète des organes 
de la vois ; des expériences sur les sons rendns par divers 
méuux, divers bois, sur ta vitesse et surla duiée des 
sons, etc (*). A la page 55 il indique les mouvements 
qu'il faut faire pour prononcer les voyelles et les con- 
sonnes : ce qui a peut-être donné lieu à la scène du Bour- 
geois -Gentilhomme. Il propose la construction d'un 
clavecin dont les tons sont divisés on quatre parties pour 
faire tes dièzes enharmoniques (p. 2i5}. Un instrument 
semblable a été proposé et construit par M. \incenl, 

(■) Co* eipéricncoa mcrileDl d'itre TcriSéea par notra habilo phyùcieo 
M. Wertheim, qui* toU de l'élnticilé une élude ipâciale ei apprurandic 
ei l'objet d'uDeuviiDlelbèM doctorale. 
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membre de l'Académie des Inscriptions. Mersenne croît 
qu'il Faut se servir de l'orgue pour apprendre k chanter 
aux enfants. Vers la fin de l'ouvrage , il traite de l'artil- 
lerie, des portées des pièces, du tir des flèches. Le livre 
dixième de t'j4it de chanter conliem une méthode de 
des Ai^cs pour apprendre la musique aux enfants, et 
beaucoup de renseignements sur divers personnages du 
lemps ; ainsi le livre des Orgues est dédié au père de 
Pasc.-il, l'xcelleut musicien, qui touchait bien de l'orgue 
et qui se proposait de faire un ouvrage sur cet instrument. 
A la page 3f)i , on lit le premier couplet d'une chanson 
composée par Louis XIV et mise en musique par le sieur 
de ta Rame, épinette et organiste du roi. 

Beangrand et Boberval excellaient dans la théorie et 
la pratique de la musique. 

i* bon Père s'abandonne aussi quelquefois à des con- 
sidérations qui paraissent, au point de vue de notre 
siècle, d'une étrangcté extrême. Voici un spécimen rela- 
tif aux sons hannonieux, 

i( CoKOLLAiRE. Si Ic sofi lie chnqiie chorde est d'au- 
» tant plus harmonieux et agréable qu'el/ejait entendre 
n un plus grand nombre de sons différents en mesme 
» temps , et qu'il soit permis de comparer les actions 
s morales aax naturelles f et de transpoiter la physique 
» aux actions humaines , on peut dire que chaque action 
H est d'autant plus harmonieuse et agréahlc à Dieu, 
o quelle est accompagnée d'un plus grand nombre de 
•a motijs, pourvu qu'ils soient tous bons : pur exemple, 
H ■ lorsque l'on jeûne pour macérer le corps et pour le 
» rendre plus obeyssant à Pesprit,el puis pour satisfaire 
n au commandement de l'Eglise; en troisiesme lieu pour 
)i réserver quelque chose pour les pauvres , et finalement 
n pour imiter les jeûnes de Nostre Sauveur et pour pra- 
» tiquer l'amour que nous lui portons. Car l'on peut 
» comparer tous ces motifs à tous 1rs sons qui accam - 
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» pagnent le mouvement de. la cliorJe, et dire quant et 
■» quant que l'intention gui eit la plus forte, et qui a la 
n fin la principale et la pluj excellente , est semiltdle 
H au son dominant et naturel de la chorde, puisqu'il 
» est le plus sensible et la cause de towi les autres sons 
» qui se font par des mouvements plus précipités, ou 
T> par des retours plus fréquente. » 

Et une foule d'imaginaiions du même genre (*). Eo dé- 
erivaDt loutes les danses usitées de son temps (on y Toît 
des valses que l'on trouTerait indécentes aujourd'hui), 
il propose de composer des ballets pour enseigner l'as- 
tronomie. A propos d'an él<^ pompeux de Vunisson, il 
pi-èchc la communauté des biens et dit : « Et quant à la 
eommuuauté des républiques, h. laquelle Aristote s'est op- 
posé pour contredire à son maistre , elle est très-sonbai- 
lable ; car toutes les choses les plus excellentes nous con- 
vient à celte égalité et communion des biens; tous les 
hommes sont frères (liv. I, p. ii). » Le bon moine île 
Saint-François-de-Paule, voyant le monde à travers les 
grilles du cloître de la place Royale, croit qu'il peut se 
' gouverner comme un couvent. 

Mersenne, né au bourg d'Oîzé (Sarlhe) en i S8S, est mort 
à Paris en i645,parsuîte d'une opération cbirui^icalemal 
faite. Ayant consacré sa vie entière à l'avancement des 
sciences, à l'utilité publique , il ordonna mâme l'auiopsic 
de son corps , pour découvrir où les gens de l'an s'étaient 
trompés. Il avait des liaisons avec les hommes distingués 
dans les sdences , dans les arts libéraux et même dans les 
métiers. Encourageant tous, ne jalousant personne, il 
devenait un lieu, sorte de territoire neutre, entre des cor- 
respondants qui quelquefois ne s'aimaient guère ^ ce qui 
n'est pas rare entre savants, même et surtouide haut bord. 

{■) Trèi-MniTentlcahomniRsIiHi plus inslriiirn ont imp Tnivllr ccrriralo 
parlant l'ssUmplllc ilo RrJlam. 
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li de* Kagattin», ii. 



Die bbene Polvcosomeihie, vollstâbdig dâicbstelt 

V»D DUBCH Z1D1.BEICUB BeiSPIELE CXL&ÎJTEBT. La Po- 

IjgODOmétrie pUne , cotnpléiement exposée ei éctaircîe 
par de nombreux exemples ^ par le D' /. Dienger, pi-o- 
fesseur à l'écote polytechnique deCaiIsruhe.Stuttgard, 
i854t iu-8 de 80 pages, Sa figures sur bois dans le 
texte. 

Simon-Antome-Jean Lhuîlier (*} a publié l'ouvrage 
suivant: Pofygonométrie, oude la mesure des figures 
reclilignes, et abrégé d^Isopén'métrie e/émentaire. Ge- 
nève, 1774) în-4- 

Oq y dérouvre les qualités de l'auteur, des développe- 
ments instructifs, des raisonnements rigoureux; mais 
aussi ses défauts , des longueurs rebutantes et l'absence 
d'élégance et de symétrie : ces défauts expliquent pour- 
quoi tantd'excelleuts ouvrages trouvent si peu de lecteurs. 
La Dynamique de d'AIembert est un cbef-d' oeuvre de 
génie; Jacobi faisait le plus grand cas de la Théorie des 
Équations de Bezout; qui lit ces deux ouvrages? Ou peut 
promettre à M. Dienger beaucoup de lecteurs , même en 
France, quand il sera traduit. Exposition cldire, notations 
bien choisies, formules mnémoniques en petit nombre, ap- 
plications numériques nombreuses : telles sont les qualités 
qui distinguent cet opuscule. Il est divisé en six sections. 

(*) ne h Génère le ^4 aTril 175G. mart k Ccoùvelo li m»n aifi, âgé île 
quatn>-*lngl-dii id). M. Slurm ctt mu Hrvc, aiusl que le priaco Ciirlo- 
ritki , chef de I uni|;ralioii poluiiaisi'. 
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Première section (i-i4)- Détermination d'un point 
dans un plan ; coordonnées ; les axes formant quatre 
angles : -\~ x, -hy, premier angle; ■+- y, — x, second 
anglcj — .r, — y, troisième angle; — y , -\- x , qua- 
trième angle; conservant les directions des axes et chan- 
geant l'origine, on fait voir, qu'ayant égard aux signes, 
les mêmes formules servent à exprimer ce changement, 
qui est un mouvement de translation. Les coordonnées 
polaires supposent un mouvement de rotation ; pour fixer 
le sens et la grandeur de cette rotation , on admet deux 
conventions, mais qui sont essentielles et qu'il ne faut 
jamis perdre de vue : i** la rotation unique est celle qui 
amène l'axe ■+- x sur l'axe ~\- y; 1° l'angle de rotation 
ae compte de o à 36o degrés. Ceci établi , les équations 
x = p cosf , Y = p sin 'j, oit. p est essentiellement posi-" 
tif, serveut à passer des coordonnées rectangulaires aux 
coordonnées polaires, pour toutes les positions possibles. 

MN étant la dirertioD d'une droite, pour avoir son in- 
rlinaîson sur l'axe des + ^> on mène par M une paral- 
lèle MK à l'axe + x; la rotation que doit faire MR,ponr 
s'appliquer sur MN, est l'inclinaison cherchée; bien 
«otendu, rotation conforme à la convention de ci-dcssas, 
ce qu'on ne répétera plus, r étant la longueur de MN 
Xi ,/i lescooKlonnésdcM;x, .y, lescoordonnéesde N; 
on a constamment 

T, --J, = rcusf, /, -;f, = rsin?: 

<f est l'inclinaison de '' sur + x. 

Seconde section (i4-^>). Détermination des coordon- 
nées des sommets d'une ligne brisée lorsqu'on connaît les 
longueurs des c6lés, les sommets et les angles. Pour fixer 
les idées, soient les neuf poinu i, a, 3 ,..., 8, 9^ en les 
joignant par des droites, on obtient la ligne brisée 
t *3...8 9, formée par les côtés 13, a3, 3 4,..., 891 
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I a esl le premier côté qui précède le deuxième 2 3 , 
leffuel précède le troisième côté 3 4 1 «t ainsi de suite. 
Désignons par 

a, ta longueur du côté 12, 

,», — 2 3, 

34. 

. ''. - 89; 



L'aDgIc- que forme un côté avec celui (jui le suit immédia - 
temeut est mesuré par ta rotation que doit faire le pre- 
mier pour s'appliquer sur le second (*). 
Déftignons par 

A] l'angle que fait le cùtc a, avec a,, 

A, — a, ~ a„ 

A, — rt, — rt,i 

on aura généralement pour n points : 

n-, = «',_, 4- A, — 180"+ m, 360", 
où fn„ est o , ou ■+• i , ou — i , 

«nw, = sin[i', 4- A, -H Aj -+-. . . + A,(« — 1) 180"], 
costc. = rosi», -H A, -H Aj 4*. . .+ A,{n — 1) 180']. 

(*) A cetcSM OD fait piMcr pur le Mniset ccmmnn unu |iarillole k 
+ 1 Bl une paraUàle k +J'. el l'on opèrH uie roUlion qui (end i amener 
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Soi eut 

j-, , ji les coordonnées de i , 

•!.r, - î. 

on a 

X, = a-, + o, cOSi'i +0, COSP, + . . . + 0*->COSi'_i, 

7-, = j, + a, un <>i + «1 sin t>: + . . . + (T_, un (•,_! , 
ou 

X, = ;ri +aiCOSc, — (i,co8(c, + A,) +«, co»(«', + Ai + A,) 

— <i,cos (». + A, + A,+ A.) + ■ . . 
±a,_, cos (p. + A, + A, + . . . + A^, }, 

j-, =^, + o, sine, -~a,sîii(p, + A,) 4-n9ÛD(<'i + A, + A,) 

— (7, sio ( «i + A, -»- A, + A, ) + . . . 
±fl.-,8m(^, + A,-t-A,+...-t-A^,)i 

formules qui donnent les coordonnées en fonction des 
dtt\M et des angles de la ligne bris^. 



^application numérique. 

x;=o,j-i=:o; f, = 20°36'; fl,= 153,72; ai = 449i3473i 

(T,=: 3t5,66a6; a,= 207fg673i 

0,= 242,968; (7, = 175,1367; 

A,= 214-17' 54"; Aj = ioi''35'8'i A, = 179» 4a' 34'; 

Aisrgî" I7'45"; A,= 107" 18' lo"; 

on obiîent 

= «. jrt= o, 

= 162,6122, yi= 6i,i2ig, 

= 420,9999, j'.= 428,3477. 

:= 710,4460, j'i = 3oa,7g6ï, 

= 3<"')7>79» r*~ 3'8.8499. 

= 8i5,5857, r. = -8,7i53, 

= 640,7235, y: = + i,o856. 
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Troisième section (ai-45). Équations 'polygOQOmé- 
triques fondameaules ; solutions dt» problèmes polygono- 
mëtriques. ' 

Lorsque la ligne bris^ se ferme, elle devient ud poly- 
gone. Ainsi, ayant les n points I, a, 3,. .., /Il, les côtés du 
polygone sontni, i3, a3,...,n — ï,n; prenons lecôté m 
pour axe des + x; et détîgnoDS par Ai l'inclinaison de 
1 3 sur I n ; nous aurons 

*,= j,= o; x^=:a,i /,=roj f|^A,; 

les deux dernières formules de la scctiou précédente 
donnent 

o = n, CM A, + (— ■)' 1, C09 ( A, + Ai) 

H-(-i)-'a._,co»(A,+ A,~H... + A._,) 
4.(_,;r-'fl,co»(A,-f-A,-f... + A.}; 
fl^fl.sîn A|4-(— i)'fliNn(Ai+ A,)+ .. 
-t-(— i)'aiSin(A,+ A,+ A,) + ... 
+(— i)"-*»,-, sin (A, + . . . + A^,) 
+ (— I }^' a, sin (A, + A,+ A, + . . . 4- A,); 

ce sont les denx équations polygonométriques fondamen- 
tales. On en déduit 

cos(A,+ A,+...+ A,) = (— i)"; Mn{A| + A, +...-HA,)=o, 
A,-f-A,+A,-f-... + A. = (n— 2)i8o»-t-r.36o, 

OÙ r est un nombre entier positif ou négatif. Lorsque le 
polygone est convexe , r^o (voir Nouvelles jinnales^ 
tome IX, page i83, Barbet), et, dans ce cas, on peat 
toujours cboisir l'axe des -f"/ de manière que les A de- 
viennent les angles intérieurs du polygone. 

Problème I. Dans un polygone, on connaU tous les 
éléments hoi'mis un angle et deux côtés qu'il faut cai- 
c.ul«r. 
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Solulion. Soit un hexagone G 

A, = 83" 44'; A, = 33" 5a'; A, = 290» 46' j 
At=3o''îi'; As = 244° 3**'»' 
<7, = 1040; fl.= 624; «.= 533; a, = 481; 

il s'agit de calculer A, etQg, a«. Appliquant les formules, 
on obtient 

A,= 46'44; fl, = 5i5,4753; a,= 954,3i65. 

PaoBLÊifB II. On donne lous les côtés moins unj cl 
tous les angles, hormis deux angles adjacents au côté 
cherché. 

Solution. Soit ud pentagone convexe 

fl, = 54o; a,= 5r9; <7,= 438i ^.= 536; 
A,= 46<'38'; A,= 2ï3-55'; A,= 38-5i'. 

On obtient d'abord 

A,= iio"48'.i3"; 
pois 

A.= ii9'47'47"i 
et enfin, 

«. = 4*9,0677. 

PnoBLtMB m. On connatt tous les côtés et tous les 
angles moins deux. 
Solution. Quadrilatère convexe : 

«,=4^3; n,=='6io; a,^^^\\\ fii=: 483|2i3i 
A, = 79" 47' 26" ; A, = 68° 53'. 

On obtient 

A,=s9i"5% 
et ensuite, 

A,= iig^i4'34". 

Problèmk IV. On connatt les côtés moins un et les 

angles moins deux adjacents à un côté donné. 
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Solution. Pcntagont: couvexe 

ai = 54o; «,= 5i9i «1=536; iii= 429,061}; 
A, = 46»38'; A,= 223-55'; A.= 38»5i'. 

D*abord on obtient 

0^=437,9997; 
pius 

A,= iio"48'i3"; A.= i 13*47' 47-, 

PBOBLkHB V, On donne tous les côtés moins un et 
tous les angles moins deux; un seulement des angles 
inconnus est adjacent au côté cherché. 

Pboblèhe VI. On connatt tous les côtés moins un; 
tous les angles moins deux; les angles cherchés ne se 
succèdent pas immédiatement et aucun d'eux n'estadja- 
cent au côté cherché. 

PxoBLÈHE Vn. On donne tous les côtés , et tous les 
angles moins trois angles qui se succèdent immédiate- 
ment. 

Pkoblèhe VIII. Mêmes données ; deux seulement des 
trois angles cherchés se succèdent immédiatement. 

Pkobléiie IX. Mêmes données; les angles chercliés 
sont entièrement séparés. 

Quatrième section (46-5g). Calcul de l'aire d'un po- 
lygone dont on connatt les côtés et les angles. 

Le double de l'aire d'un polygone quelconque de n 
sommets est 

yi«i-\- y,x,~^Xi'^' r—i *. + J-. ^1 

— {', r, ■+■ ■r,j-j+ ^./. H H*—, r.+ './.){*)■ 

Les a:, y sont les coordonnées rectangulaires des sommets. 
Remplaçant les coordonnées par leurs valeurs en fonctioix 

(*) Celle formule se siinplill« qutad od l'Acrtt eiMi : 

■^..(*.-'.)-*-J-t('.- '.)"t-----^ ''-('. -'.-i'- 
[| y 1 moitié moins de mnlliplioUoiiB el elles soDt faciles. 
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des côtés et des angles , ou obtient l'aire en foncùon des 
mêmes élémenls. 

Cinquième section {60-67). Quelques problèmes po- 

lygonoméiriques partirulien, et applications pratiques. 

Pkoblème X- Un polygone est complètement donné f 

mener paf un des sommets une droite qui en retranche 

une aire donnée. 

Solution. Heptagone. 1334567; 
OD a 

A.= i03'38'3o''; A,= iie^io'aa"; 
A. = 245°3o'î Ai= io3"io'4o"; 

A.= i39'4™'i9"; A, = 89Pa'37'; 
n,=857; n,= 1098; fl, = 780 
fl. = 925; n> = 943: <',=ç(iT, a, =835. 

II s'agîide mener par le sommet i une droite qui retran- 
che l'aire i6ia8oo. 

On calcule successivcmeni les aires doubles des figures 
133, 1234, 13345) 133456. On trouve pour 

13345 double aire 2190074) 
ia3456i — 4618740,3. 

Le double de l'aire à retrancher est 3a356oo, nombre com- 
pris entre les dfux dernières; la transversale cherchée 
doit donc couper le cètéa,. Soit m le point d'intersection 
dans le polygone i a345 m ; on connaît l'aire et les cAtés 
moins im et 5 m ; alors par les formules connues, on obtient 

Sixième section (67-79). Changement, de coordon- 
nées; calcul des nouvelles coordonnées. 

Cooi-données rectangulaires en coordonnées rectan- 
gulaires. 
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Coordonnées d'un point M : 

x = — 283,972[ r = +iS^T,çfii- 
Coordonnées de la nouvelle oHgine : 

a=:$7,8?5; b = — i2,83o. 

Le système & tourné d'un angle -f = i5" 2' 11 ",5. 
Nouvelles coordonnées : 

x'=-i- 166,788; ./ = + i86i,25i. 

ExerticM tirés du même ouvrage. 

4iisini48"4o'a6''= 213,682; 

108253 ,95 COS986-2' 32"=— 747 1 ,833; 

697 sin io58'2'38",8=— 26o,6o3; 

8i5 tang 1 iSS" 34'6*,8 = 2866257 ; 

3944,81 C0H96" 3' 6"= 13710,51; 

5i9,536cosa63''46'=— 35026,26; 

195,05. siniT7''2'4o" „ , 

.in,4&.3S-5o- = •^•^■^- 

Quadrilatère non convexe : 

«,= 897,139; a,=:6io; Uj=:620; 

A,= >2o''36' 19" (intérieur); Aj= 252''57'48" (extérîtiir); 
on obtient 

A,= 1 i°5o' 28" {intérieur); A, = 334" 35' ^5" (extérieur). 

Octogone complet; convexe. 

A,= i44"39'; A,= i22"25'; A,= 141-33'; A, = 152" 4'; 



= 63-19; 


A, = 238"i2'; A:=87"54'; A.= i3a°4 


= Mo»; 


fl. = i768i a, = 1339; u,= i726; 


= .ïo4l 


»,= .395i «, = 28,6,3;i »,= 48i,6i 




aire = 8çu8.fif.,3. 
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Endécûgoite complet, convejte. 

A,= io2»aa'56"',8; A,= io7''3S'3o'; A,= 1 16" lo'aa" 
A. = 245'3o'-, Ai=io3'> n>'4o"; A,= n^ lo'io" 

A, = 84*> A,^375"3i'a8"; ^,=-110'; A„^ 105=2' 2' 

A,i^a39''23'4'"j*î 

Hp^SS^; 01^ logS; a,= 780; 0,^935^ (Ti^943; 

a, = 624; "i = 697 » «• = 845 ; o, = 620 ; a„ = 6 1 o : 

<7„= 897,14; 

aire = 3486697,36. 



Pi'fygone de vingt et un e6tës. 


A, =ia5-39'33"i A, = i94»35' lo"; A. = io3- i' 3o'i 


A, =124» 22' 36-; A, = i85'i7'58-i A, =»3i»4o'35-. 


A, = i44-i8'i7'; A, =ï44'5i'39-i A, = i56-o'4o- 


A,.= i44-59'2o'i A„=46-i»'io'i A„ = 24»»52'45' 


A„=i44M6'i A„=iio'io'57'i A,.= 275'.6'38' 


A„=20,"6'i5-i A„=,,7'>6'3.-i A,.= 89-44'49". 


A„=197"4'2"; A„=2o4"i2'58"; A,. = i36°39'59" 


o, = 43,5; «, = 4oo5,9i », = S59<i,2i 


o. = 399i,2i .,= ,,54,5; «.= 2,83,1; 


«, = 475,8 i «. = 2709,3; «, = 5558; 


«.. = 4'33,4 


«.,= 2574,8; «.,= 2737,6; 


«,.= 35.9,8 


«,.= 5224,.; «,.= 2357,2; 


„,. = 6904,6 


«,,= 544. ,6; «,. = 4790, 5; 


",,= 3579,9 


«„= 3460,6; «„ = 5339,o3; 


aire = 22328. .95. 


Les calculs du premier polygone et du troisième sont 


de M. ^hiercclt, et le calcul du deuxième polveone, de 


M. Pross. 
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Êléheuts d'Algêbhb a l'usage des candidats aux Ecoles 
DU Gouverhement; par S.~F. Lacroix, Membre de 
l'Inslitat. ai' édition, revue, corrigée et annotée, 
conformément aux nouveaux Programmes de l'ensei- 
gnement dans les Lycées ; par M. Prouhet, professeur 
de Mathématiques. Paris, i854 ; in-8dè 530 pages (*). 

Avertissement pour la ai* édition, 
n Les ouvrages de M. Lacroix jouissent depuis loug- 
M temps, en France et à l'étranger, d'une réputation 
M justement méritée. Leur ensemble forme un Courscom- 
» plct de Mathématiques, rédigé avec beaucoup d'ordre, 
» de clarté et de rigueur. Feu de livres élémentaires ont 
H été conçus avec plus de maturité, exécutés avec plus de 
M soin, revus el améliorés avec plus de persévérance: 
» c'est ce qui eu explique le succès. 

» Dans celte nouvelle édition des £/enie?ifJ(i'^/gèJre, 
» le texte de l'auteur a été scrupuleusement respccié. Les 
» TVoïcjque l'on a mi devoir y joindre, et dont les plus 
n étendues ont été rejetées à la fin du volume, sont consa* 
» crée» au développement de quelques questions récem- 
» ment exigées des candidats à l'École Polytechnique, 
• Pour l'ordre et la division des matières traitées dans 
n ce Supplément, on s'est entièrement conformé aux' 
» Programmes ojficiels, dont on a reproduit les énoncés 
» en lëte de chaque Noie et des principaux paragraphes. » 
On peut, ce me semble, ajouter que les quatorze JVo/e.! 
qui terminent le volume ne le cèdent au texte ni en clarté 
ni en rigueur, et que M. Pi-oubct a complètement atteint 
le but qu'il se proposait. Il eût été à désirer que plusieurs 
auteurs qui ont publié de nouveaux Trai tés conformes aux 
Programmes ojficiehie fussent contentés d'annoter avec 
autant de soin d'anciens Traités d'un mérite ri'connu. Ce 
preuiier travail de M . Prouhet en demande un autre : l'an- 
( ' ) Prii : Ë tnnci, chez Mallr-i-naehehtr. libraire. 
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notation du Complément d'Algèbre, où l'on trouvera 
certaines théories indispensables dont les Programmes 
n'ont pas mêane conservéla trace. Ces deux petits volumes 
[l'Algèbre et son Complément annoiés) serviraient d'în- 
troductîon à l'Algèbre supérieure de M. Serret, qui n'est 
en réalité qu'un fragment très-important d'un Traité com- 
plet d'Algèbre. V.-A. Lebesgde, 

CorretpoDdanl de l'Ioslilul. 

AnHÉe SCOLAIRE i8j4~5S' Agendi-mehento des Écoles et 

DES SOUVELLBS ÉTUDES. GtllDE QTIOTIDIBM DESÉLÈVES 

FOUR l'étude des connaissances EXIGËE5 A TOUS LES 
EXAMENS ET LA CONSERVATION DE CES CONNAISSANCES ; par 

Auguste Blum, ingénieur et professeur, auciea élève 
de l'École Polyteuliuique. Paris, i854; in-is de 
ao6 pages (*). 

Julien (de Paris) a publié il y a quelques années uu 
if/bmè^jv destiné à inscrire, à laiîndechaque journée, ce 
qu'on a fait, ce qu'on a vu et appris dans la journée. C'est 
la tenue commerciale des livres appliquée à la vie. 
M. Blum propose la même idée aux élèves. Chaque page 
est divisée en trois compartiments, consacrés à trois jours 
de la semaine et du mois. La partie blani-lie de ces pages 
est très-commode pour y écrire tout ce qu'on veut. Cliaqiie 
mois est suivi de recommandations inspirées par d'excel- 
lentes intentions j conseils qui seront suivis, comme tou- 
jours, par reux qui peuvent s'en passer. En février, on 
recommande tes interrogations sur la C/timie comme le 
meilleur procédé pour corriger /cj défauts de prononcia- 
tion. La connexion entre février, la prononcia^on et la 
Oiimîe semble difficile à établir, ri'importc, cet almanach 
de poche est préférable à beaucoup d'autres. 
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OBSBRVATIOKS 

Sir le np^nchtieit tkéariqu et pntifae ta ftrifs ritUfs tt iM|iiurH 
dm urUJnn mkcrtlies par ippmiuliM. 



Monsieur, 

Dans une Note que vous avez insc'rée, page 4° 
du numéro de janvier i854 de voirc Recueil, vous 
faites remarquer avec juste raison que, lorsque dans 
une ^uation les valeurs des cocnicients ne sontqu'ap- 
prochët'S, il pourra arriver que les racines de celle équa- 
tion, de réelles qu'elles étaient pour un certain degré 
d'approiimation, pourront devenir imaginaires pour on 
autre degré Irës-rapp roche d'ailleurs du précédent, et 
vous ajoutez que ce- point d'analyse, vu son importance 
pratique, mérite d'être éclairci. 

Cet appel que vous faites aux géomètres ne tend à rien 
moins qu'à provoquer une explication rationiicllc de la 
forme imaginaire ; et il est certain que si noua étions aussi 
bien fixés snr ta signification qu'il faut, dans la pratique, 
attribuer à cette forme , que uous le sommes aujourd'hui 
sur celle des formes positive et n^aiive, la question que 
vons avez posée serait à peu près résolue. 

Ci'tie question , Monsieur, après les explications que 
j'ai données sur les expressions imaginaires, dans mon 
ouvrage intitulé : Éliidfs philoxophiques sur la science 
du calcul {*), ne préseule, à mon point de vue, aucune 
difficulté. Mais, comme cet ouvrage a été peu répandu, 

{'} 1" partie, iS^i , in-8 de ]K3 picea. 

Ain. de Halltmal., t. XIII. ( Décembre 1854.: 99 
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et que, trés-probablcment , un fort putil nombre de vos 
tectcars en a pu prendre coniiaîssaiicc, je ne peux entre- 
prendre de présenter ici des vues générales suM;eptibles 
de donner des explications complètes sur le point d'ana- 
lyse que vous désirez voir éclairci. Mais, à défaut de tout 
point d'appui sur les principes oonslituiifs de cette partie 
de la science , principes longuement développés dans l'ou- 
vrage que je viens de rappeler, et en ayant seulement re- 
cours aux errements ordinaires, il est possible, ce me 
semble, de présenter quelques développemenis suscep- 
tibles de faire disparaître, sinon eu totalité, du moins en 
partie, ce que pi'ut présenter d'obscur, dans ses applica- 
tions pratiques , le fait analytique que vous avez signalé. 

Dans les idées généraleuient admises, il y a pour ainsi 
dire un abimc entre l'imaginaire et le réel , puisque nous 
refusons de comprendre l'un, tandis que nous compre- 
nons et expliquons parfaitement l'autre, non-seulement 
dans son ensemble, mais encore dans la multiplicité de 
tons ses détails. Il est certain qu'en envisageant les choses 
à ce point de vue, c'est un fait très-surprenant que celui 
qui, comme vous le dîtes, au moyen de la plus légère 
altération dans les cocHScients réels d'une équation , peut 
faire passer les racines de cette équation de la réalité à 
l'imaginarilé, et vice wrsd. 

Mais, au fond, si cet abîme supposé entre les deux 
formes n'existait pas, si cites se rapprocliaieut , dans cer- 
tains cas, de manière à pouvoir être prises l'une pour 
l'autre, suivant le degré d'approximation qu'on veut in- 
troduire dans les calculs, s'il en était ainsi , dis-je, tout 
ce que le fait signalé a pu présenter d'extraordinaire au 
premier abord disparaîtrait è peu près <'omplétement, et 
le passage du réel à l'imaginaire ne serait plus, dans ce 
cas, qu'une affaire d'approximation , tout comme en était 
une le remplacement du premier coefficient par un autre 
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irès-vuisiii do lui ; il y aurait ainsi cODcordaiicc parfaite 
entre la modification qu'on fait subir -à t'^noncé et t-cUe 
c]uc l'algèbre introduit dans sa réponse. 

Or l'étude algébrique approfondie 'des formes imagi- 
naires fait voir que c'est bien ainsi que les choses se pas- 
sent; mais, je le répète, je ne peux rcpioduirc iei cet 
aspect général de la question. A défaut de ce moyen théo- 
rique, je vais essayer de faire comprendre ma pensée par 
un exemple fort simple, et montrer qu'il nous arrive très- 
souvent d'accepter dans la pratique comme très-réelles 
des solutions que la théorie devrait nous forcer à considé- 
rer comme im^inaires. Tout dépendra , comme on va le 
voir, et comme je l'ai annoncé ci-dessus, du d^ré d'ap- 
pro:iimation qu'on s'est imposé. 

Soit O le centre d'une circonférence dont le rayon R 
est connu à un centième près seulement, en plus ou en 
moins; aoit A un point extérieur à cette circonférence, et 
supposons qu'on demande de lui mener une tangente par 
le point A. 

Ayant décrit, avec la valeur numénque connue dti 
rayon et du point O comme centre, ta circonférence don- 
née, puis, sur AO comme diamètre, en ayant décrit une 
seconde qui rencontre la première au point T {*), on join- 
dra T avec A , et l'on aura ainsi la tangente demandée. 11 
est évident qu'eu ^ard à l'approximation avec laquelle le 
rayon du cercle donné a été déterminé, la droite AT ré- 
soud le problème, et personne , assurément, ne refusera 
de l'accepter comme remplissant bien celle foneiion. 

Mais il est évident aussi qu'en égard à la véritable va- 
leur du rayon, l'expression algébrique de celte tangente, 
indépendamment dn cas où elle se trouverait être la tan- 
gente réelle , peut présenter deux autres cas distincts. Eu 

( ' ) Il 7 * ieax points d'iiilcreciftion. L'innij^iisrilé eiilraiiic toiijoiiri' un 
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eâèt, puisque tout ce qu'on sait de la valeur numérique 
du rayon, c'est qu'elle n'csl exarte qu'à UQ co n tien ic près, 
soit en plus, soit en moins, il se pourrait que la valeur 
véritable fût plus grande ou plus petite qu'elle d'une 

quantité dont la limite serait comprise entre H cl 

zéro d'une part, et entre o et de l'autre. Or,danB 

le premier cas, ce qu'on aura pris pour la tangente sera, 
eu réalité, une sécante coupant la circonférence en deux 
points dont les positions sur cette circonférence scrout 
facilement assigaables, tandis que, dans le second, ce 
sera une droite complètement extérieure au cercle pour 
laquelle l'expression analytique des deux points de ren- 
contre sera devenue imaginaire; et cependant cette ligne, 
quoique jouissant de propriétés analytiques imaginaires, 
n'en contiuuera pas moins, dans la pratique, à âtrc ac- 
ceptée comme résolvant réellement la question , dans ta 
limite d'approximation qu'on s'est donnée. 

Nous trouvons donc, dans ces considérations concrètes 
de la géométrie, une image frappante de valeurs réelles et 
de valeurs imaginaires placées bien près l'une de l'autre, 
liées entre elles par une cominuité non interrompue, 
concourant vers une limite qui serait le point T, dans le 
cas où la valeur donnée du rayon serait la véritable, dont 
toutes les différences, en convergeant vers cette limite, 
s'atténuent de plus en plus à mesure que les écarts de 
l'approximation se resserrent, et qui, par conséquent, 
dans toute la série des valeurs par lesquelles passe celte 
approximation , peuvent être indistinclement prises l'une 
pour l'antre. 

Si donc , lorsqu'on reste dans le domaine purement 
analytique, la concordance qui existe entre la variation 
qu'on fait sabir à des quantités réelles d'une pari, et le 
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passage l'éel ù rimaginaire qu'éprouveDI d'antre part, à 
la suite de ces mêmes variations, cei'Laiaes expressions 
fonctions des premières, est de nature à se présenter à 
l'esprit avec quelque confusion, on a pu se convaincce, 
par l'exemple que nous venons de citer, que les considé- 
rations concrètes sont susceptibles de jeter quelques clar- 
tés sur ce point délicat de la métaphysique du calcul. 
Car, bien que la ligne AT, lorsque la valeur du rayon est 
plus petite que la valeur donnée , revête , pour quelques- 
unes de ses propriétés, la forme imaginaire, elle ne dis- 
parait pas entièrement pour cela, elle continue i subsis- 
ter, à représenter approximativement ta tangente, à 
exercer une fonction que l'algèbre pure, en revêtant la 
forme imaginaire, semblerait lui refuser. 

Pour compléter ces explications, il faudrait mainte- 
nant dire ce que sont les points de rencontre imaginaires 
de la sécante extérieure , montrer qu'ils ne sont imagi- 
naires que de nom , fixer le lieu géométrique qu'ils doi- 
vent occuper, indiquera quelle modiûcalion de l'énoncé 
primitif correspond la manifestation inattendue de la 
racine carrée de l'unité négative; mais, pour cela, ce 
seraient tous les principes constitutifs de la théorie que 
j'ai exposée dans mon ouvrage qui! faudrait reproduire 
ici. 

Ce qui , jusqu'à ce jour, a laissé dans l'ignorance eu ce 
qui concerne l'interprétation des expressions imaginaires, 
c'est qu'aussitôt que cette forme, après avoir apparu dans te 
calcul , doit passer dans te domaine des applications, nous 
nous arrêtons comme devant une barrière infranchis- 
sable , nous disons que nous ne comprenons plus , et nous 
ne faisons aucun etfort pour soulever le plus peUt coin 
du vo ile q ui nous dérolM l'iifielligenGede l'éoigme figurée 
par V — '■ 

C'est ainsi qu'avaient agi les anciens géomètres à l'é- 
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gard des résultats négatifs, et, parce qu'Us ne les avaient 
pas d'abord compris , ils leur avaîeat donné le nom de 
faussL-s solutions. Nous savons cependant aujourd'hui 
que CCS solutions ne sont pas plus fausses que celles qui 
se pi-ési'Dtent avec te signe additif; nous les interprétons 
fort bien , soit en clles-mâmes , soit relativement aux mo- 
difications que leur manifestation peut rendic nécessaii'cs 
dans l'énoncé primitif de la question. 

Or, si aujourd'hui nous sommes encore dans l'impos- 
sibilité de savoir ce qu'est rimaginaîrc en lui-même, 
nous pourrions du moins, dans beaucoup "de cas, malgré 
cette impussibilitéd'interprétcr une racine de retie forme, 
nous rendre compte des indications que sa manifestadon 
algébrique peut donner pour nous conduire à une traos- 
formation de l'énoncé telle, que l'obstacle imaginaire 
cessât d'en être un. 

Faisons mieux comprendre noire pensée par un 
exemple. 

Si l'on a l'éiiuaiion 



par conséquent, loi'squ'oo prendra pour x une vakur 
supérieure à la quantité a, comme, par exemple, a +/(, 
il viendra 



Or, que je sache ou que je ne sache pas ce que peut être 
en elle-même une valeur négative, je n'en verrai pas 
moins que ai, pour tous les cas où X dépasse a, je substitne 
k l'énoncé primitif x + y= a de la question le suivant 
j. — jr= a, j'obtiendrai, pour tous ces cas, du positif, 
c'eat-iù-dire un résultai toi^ours réalisable. Sans doute je 
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n'aurai pas ainsi tout appris; je pourrai rester encore 
dans rignoianrc sur la sîgnitication d'un nombre négatif: 
mais je serai du moins fixé sur l'espèce de réaction que la 
présence de ce nombre doit e):ercer sur la question pro- 
jiosée; je connailrai un de ses effets, et n'est-ce pas tou- 
jours par la connaissance préalable des eOels que nous 
pouvons espérer d'arriver à la découverte de celle des 
causes? 

Prenons maintenant un cas un peu plus compliqué : 
supposons qu'au lieu de chei-cher deux quanlilés dont la 
somme soit a, on veuille en déterminer deux dont la 
somme des carrés soitâ'. L'expression analytique du pro- 
blème sera 

■r' +/' = "', 
et l'on en déduira 



Tant que X sera moindix! que a, il ne se présentera au- 
cune diflfficultéj maïs si jrest égal à a-\-p, on aura 

et, parce que ce résultat est imaginaire, on arrête le cal- 
cul, on abandonne la question, on ne va pas plus loin, 
du moins dans la pratique. 

Cependant, comme nous allons le montrer, il reste en- 
core quelque cbose à faire. 

En effet, de ce que la valeur de y est égale au produit 
d'une quantité par v— ï, >1 s'ensuit qae celle dev* se 
présente sous la forme négative. Cela prouve évidemment 
que , dans le cas actuel , le carré arithmétique représenté 
l>ar y', au lieu d'être ajouté à celui de x, devra lui être 
retranché. En modifiant ainsi l'énonce du problème, les 
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condilïons auxquelles il faut satisfaire continuent d'être 
possibles. Voyons maintenant quelle consÀ^uence il doit 
résulter de cette inodi6cation pour la racine cherchée et 
pour l'usage qu'on en doit faire. 

Or il est évident que cette racine, une fois trouvée 
arithmétiqucnient , doit, par voie de multipliraiion , con- 
dnire au carré arithmétique qui , d'après l'énoncé primi- 
tif delà question, devrait, étant ajouté Jk celui dex, re- 
produire a'. Reste donc à savoir s"il n'y a pas quelque 
facteur en algèbre qui, accompagnant cette racine dam 
la multiplication qu'on doit ci^ faire parelle-méme et fonc- 
tionnant dans cette multiplication comme la racine r 
fonctionoe cHe-niËme, n'arrangera pas naturellement le 
produit de telle manière qu'on voie elain^ment <[ue ce 
produit, au lieu d'être ajouté, doit être retranché. La 
réponse à celte question est toute faite. Quelle est, en 
eflet, l'expression algébrique qui, employée deux fois 
comme facteur, fait passer du positif au négatif? C'est 
évidcmiiioii L v' — 1 ; cl voilà pourquoi nous trouvons pourj' 
|a valeur ^//(^n + p) v'— i- 

Ainsi, dans tout problème arithmétique où l'inconnue 
sera élevée à la deuxième puissance, lorsqu'on trouvera 
pour la valeur de cette inconnue une racine imaginaire 
de la forme A/ — i, cela ne veut pa^ dire d'une manière 
absolue que le problème est impossible , mais qu'il faut en 
changer l'énoncé de manière à faire Ggurer, dans l'équa- 
tion qui exprime cet énoncé, la deuxième puissance de 
l'inconnue av<c un signe contraire à celui qui avait été 
d'abord employé. N'est-ce pas là un procédé exactement 
[>arcit à celui qu'on emploie journellemeut lorsque dans 
une (question les solutions négatives se manifestent? 

Ceci m^ dit pas tout, à coup sûr, mais du moins entre 
l'explication complète et l'immobilité nous avons fai.t 
quelques pas. 
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Permetle^moimaÎDlenaut de vous présenter quelques 
observations purement analytiques qui pourront contri- 
buer pour leur part à rendre pins intelligible la relation 
qui existe, d'une part entre les variations réelles qu'on 
fait subir aux coefGcienIs d'une équation , et les passages 
du réel à l'imaginaire que peuvent subir d'autre part les 
racings de cette écjuation. 

Sans qu'il soît nécessaire d'entrer, au sujet de quelques 
principes que nous allons citer, dans aucun développe- 
ment , et en prenant les choses telles qu'elles sont établies 
aojourd'htû dans la science, nous rappellerons que lors- 
qu'une équation renferme des racines imaginaires, elles 
marchent nécessairement par couples de la forme 

r-hq'f^ et p — -i</—l. 

Or quelles sont les opérations ari Lbmétiques , dans la 
combinaison qu'on peut faire entre elles de ces deux 
expressions, à l'aide desquelles l'imaginaire disparait? 
C'est, d'une part, l'addition qui donne ^p, et la multi- 
plication dout le produit est p' ■+- q*. 

Cela posé, si a,, a^, as,..., u„ sont les racines d'une 
é<{uaiion du ri'''"* degré, son premier membre sera consti- 
tué comme il suit : 

et l'on voit que dans la série des opérations qu'il faudra 
faire pour obtenir le polyn6me lîual oi'donné suivant les 
puissances de x, il n'ontrera précisément que des addi- 
tions et des multiplications, d'où l'on comprend spontané- 
ment la possibilité que, dans ce premier membre, tout 
ce qu'il y a d'imaginaire dans les racines disparaisse. Cette 
première indaction est d'ailleurs confirmée par le calcul, 
puisqu'en prcnajit deux facteurs binâmes quelconques 
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X — a,, X — di, que rieu n'cmpi^clie Je supposer appar- 
tunir à deux racîues imaginaires conjuguées, leur pro- 
duit sera 

dont les coefficients réalisent précisément les opéraiîons 
sous rinllueoce desquelles les imaginaires disparais- 
sent. 

Le premier membre d'une équation est donc une fonc- 
tion composée dans laquelle les lois mËmes de sa compo- 
silion expliquent très-bien Tabscuce des imaginaires, 
tandis que les valeurs algébriques des racines, devant né- 
cessairement contenir les expressions des o^iéi-atious 
décomposantes et en particulier derextraclîon des racines, 
seront susceptibles de produire toutes les cii'conslanccs de 
cette extraction et par suite tes imaginaires. 

Or, dès l'instant qu'il est reconnu que la réalité des 
coeflïcients peut correspondre i nd i s tîn clément à la réalité 
ou à l'imaginante des racines , il n'y aura rien de surpre- 
nant à ce que la variation de ces coeBicients fasse passer 
de l'une de ces formes à l'autre; on peut même dire qu'il 
n'y a pas d'autre moyen que ces variations pour réaliser 
ce passage dans les racines. 

Ces variations peuvent d'ailleurs être conduites par 
voie de continuité et de rapprochement aussi petit qu'on 
voudra, de sorte que, les racines ne pouvant demeurerai 
toujours réelles ni toujours imaginaires, on est forcé- 
]nenl obligé d'admettre que, dans la série infinie des 
valeurs que peuvent prendre les coefQcients, il y aura 
des points où la plus petite variation dans ces valeurs 
produira le passage du réel à l'imaginaire. 

Au reste, c'est moinsencore dans le domaine purement 
unalyii<[ueijucdans celui desapplicalîons concrètes que des 
explications à ce sujet étaient à désirer, parce qoe . dans 
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le premier, l'imaginaire aussi bicu i|ue le réel csi parfai- 
tement admis, on formule également avec l'un comme 
avec l'autre et, malgré l'ignorance où Ton est sur la nature 
de l'état imaginaire, on en fait continuellement intervenir 
la forme dans les calculs. 

Mais il n'en est pas de même dans le domaine des appli- 
cations,' où cet usage est absolument interdit, parce qu'on 
ignore complètement ce que peut être la chose elle-même. 
11 y avait donc quelque importance à faire voir que par lu 
fait, dans la pratique , nous nous servons parfois de l'ima- 
ginaire pour du réel. Un grand nombre d'exemples géo- 
métriques, indépendamment de celui que nous avons 
traité, pourraient être cités à l'appui de cette affirmation, 
presque toutes les recberclies de lignes et de points par 
approximation ne sont pas autre chose, et c'est là le 
point important du débat, parce qu'il en résulte une 
assimilation précieuse entr^la science analytique et les, 
faits naturels. 

Il sera résulté de plus de celte discussion , nous l'espé-. 
rons, que te réel et l'imaginaire ne sont pas si éloigués , si 
antipathiques l'un de l'autre qu'on a pu le croire jusqu'ici,, 
et n'y aurait-il d'autre résulut produit par les observa^ 
lions qui précèdent que l'introduction de cette idée dans, 
les espriu mathématiques, que nous pensons qu'elles oc 
seront pas entièrement dépourvues d'utilité pour les pro-- 
grès futurs de la science. 

Il importe d'ailleurs de remarquer que ce n'est pas 
seulement en géométrie , mais encore dans la pratique^ 
arithmétique, que nous réalisons tous les jours et, pour 
ainsi dire, sans nous en douter, le passage du réel à l'ima- 
ginaire. Lorsqu'en effet une quantité e est très-petite 
par rapport à d'autres qui concourent avec elle dans la 
solution d'une question, nous n'hésitons pas un insun^ 
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à ne hsnir aucun compte des puissances de cette quauiité 
supérieures à la première. 

Cela posé, supposons que, dans mie question à résou- 
dre, l'inconnue X dépende dedeux variables 2 et ^d'après 
la condition suivante x =: zy et que, par des calculs ul- 
térieurs, ou ait trouvé 

on n'iiésitera pas dans la pratique à dire que a* est la va- 
leur de x; si, d'un autre c6té, on a trouvé 

ou acceptera encore a' comme valeur de x. Cependant , 
dans le premier cas, les valeurs générales de z et de j 
sont imaginaires et peuvent être représentées par 

et dans le second elles sout réelles et représentées par 

d'où l'on voit que, négliger e', c'est par le fait, et eu 
égard toujours au degré d'approximation qu'on s*est 
imposé, considérer comme équivalentes des expressions 
imaginaires et des expressions réelles. 

En résumé, lorsque e est très-petit par rapporta a, ou 
approctic tout autant de la vérité en prenant a d; e ^ — i 
qu'en prenant a =b e et en leur substituant simplement a. 
C'est ce que la théorie explicative de la forme imagiuaire 
démontre parfaitement et sans beaucoup de peine. Les 
remarques précédentes n'ont pas à coup sûr toute la par- 
lée d'une démonstration mathématique, mais elles sont 
(lu moins de nature à montrer que ce fait concorde très- 
exavlciiiuul n\cc nus habitudes pratiques, et à ce point de 
vue elles me paraissent très-propres à apporter quelque 
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(larlé dans la qacsiîon de doctrine qui vous a frappe et 
que vous avez signalée à l'attenlion des géoiiK-ircs (*). 

PermeUez-moi en&o, Monsieur, de tous présenter une 
considération qui serre encore de plus près la question. 

Supposons qu'on prenne un point A sur une droite in- 
définie et qu'on dise d'un autre point qu'il est situé sur 
reite même droite à une distance ri du premier, mais avec 
cette condition quercTaluaiiondc ladistanre n'est qu'ap- 
prochée, et on sait qu'elle peut dilFérer en plus on en moins 
de la véritable, de la quantité e. 

Il suit de là qu'ayant pris sur la di-oîte un point B tel 
que AB = o , et ayant, à droite et à gauche de B, porté 
BC = BC = e, on sera assuré que rextrémilédc la véri- 
table longueur devra tomber en uu point quelconque de 
la distance CC. Mais il est évident qu'au point de vue 
géométrique, ceci correspond à l'indétermination la plus 
simple dans laquelle on puisse se trouver lelaiivement à 
la position du point qni nous occupe. Une indétermina- 
tion beaucoup plus grande serait celle dans laquelle on 
dirait que ce point doit se trouver à une distance E deB, 
comptée uon-seulemeni dans le sens de la ligue AB, mais 
encore dans loates les directions rayonnant autour du 
point B dans le plan de la figure. 

Dans cecas,ayantdécril, avec E pour rayon rt du point 
B comme centre, une circonférence, l'extrémité de la ligne 
résolvant le problème devrait se trouver en l'on quel- 
conque des points de l'espace que celte circonférence 
circonscrit. 

Orà cette nottvelle indétermination dans la position du 

( * ) 11 y a dca quetlioo» où il >'i|;it d« chercher non pas préciaënicnt In 
(■leur de telle qoBnIilé, m*ud«Mvoir » elle peut eiialer ou non. Alors il 
faut quel! réaliU ou Vimeginarilé soient éli b1 ion atec crrliiuJeet non ap- 
proximBlivemcnt; et la difficulté de» eorfjîeirnlt nypracMi rmtr dans son 
m lier. Tm. 
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point , indétennînatiou que j'appellerais volontiers à dens 
dimensions , correspondent anssi deux éléments d'inccrli- 
tude pour le résultat qu'on veut réaliser; car non-seule- 
ment ce qui concerne la longueur de la droite manquera 
de précision, mais il en sera de même pour sa direction 
qui, au lieu d'être fixe et unique comme dans le cas pré- 
cédent, pourra être indistinctement une quelconque de 
celles comprises dans l'angle que forment les deux tan- 
gentes menées du point A au petit cercle, images physi- 
ques da dcgréet de la nature de l'approximation introduite 
dans la question. 

On est ainsi invinciblement condnit à reconnaître que 
dans ce vas il faudra , eu égard au degré et à la nature de 
retle approximation , accepter comme solution du pro- 
blème une droite dont non-sealement la longueur ne 
sera pas certaine, mais dont la direction sera clte-mén>e 
indécise; d'ailleurs, ainsi que ce doit être le propre de 
toute approximation, l'erreur sera d'autan t moindre potu- 
cbacun de ces éléments, que la quantité E sera plus petite 

par rapport à a, puisque, d'une part, le rapport 

de la véritable longueur à celle approcbée, et que, d'autre 
part, la limite des variations des angles se rapprochent 
d'autant plus, le premier de l'unité, la seconde de zéro, 
queE est plus petit. 

Si maintenant il arrivait que toutes les solutions géo- 
métriques approchées qui rorrespondcnt i des droites 
situées en dehors de la ligne AB pussent être algébrique- 
ment représentées au point de vue complexe de leur lon- 
gueur et de leur direction parla forme imaginaire 

fl + ftv'irT, 
tandis que celles qui restent sur la lijjnc AU le sont par 
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<lu réel, il est évidcDl <[ug le rapprochement àa uiips çi 
des autres , rapprochement que la figure ci-juiiiic rend s! 
frappant en Géoméirio, et, parsuile, l'équivaltiice du 
réel et de l'iDiaginairc , subordonnée d'ailleurs au degré 
d'approximation adopté, présenterait l'accord h^ plus 
complet, te plus satisfaisant, entre la pratique et la 
théorie. 

Là est le véritable uœud qu'il faut délier pour débar- 
rasser la question de toutes ses entraves. Admoiiei ce 
principe théorique de l'interprétation des formes imagi- 
naires , supposez que la forme a-^- b \' — ■ est en clfet la 
représentation analytique des deux L'iémcnts de la droite, 
longueur et direction, combinés ensemble et qui, désor- 
mais , marcheraient ainsi associés en Algèbre , comme ils 
le font en Géométrie, et non -seulement toutes les diffi- 
cultés disparaissent, mais vous arrivez â une admirable 
concordance entre les faits analytiques et les faits d'appli- 
cation. Or ce principe, ainsi que je crois l'avoir démon- 
tré dans l'ouvrage cité, est précisément la conséquence la 
plus nécessaire de l' interpréta tiou que j'ai donnée de l'ex- 
pression v' — I. Mais, par les raisons ci-dessus dévelop- 
pées, je dois m' abstenir d'entrer plus avant dans les détails 
d'un point d'analyse qui , selon toute apparence , n'a pas 
encore été admis au droit de bourgeoisie dans le domaine 
des discussions mathématiques. 

F. Vallès, 

iDgcaieur en chef de* Ponts etChau»^, 

i Laon ( Aiinc). 



Jfote du rcdacteui: Homère applique à Jupiter l'épi- 
thète NiftAfyipi'riit, assembleur de nuages. Ce Jupiter 
n'est pas le dieu des géomètres. Celte théot-ic des imagi- 
naires, quant a\\\ direcliom , encore fort nébuleuse, ne 
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semble coDsisior que dans le lliéorèmc de Cotes ei dans 
un théorème de slati<{ue, mnémomsés : 

R'=(P + Q,/r:T)(P-Q^/37); 

P et Q peuvent représenter des forces rectangulaires et 
RIa résultante. Celte exégèse n'a pas, que je sache, fait 
découvrir des vérités nouvtIKs. Dût-on y parienir, on ne 
les admettra que lorsqu'elles seront contrôlées par une 
autre voie. Du reste , il ne faut rïeu repousser systémati- 
quement et surtout les idées qui préoccupent des esprits 
distingués. Omnia autem probate: quod bonuin est tenete 
{ïhrssal. V, ai). 

M. Cauchy a essayé de présenter celte théoiie sous une 
autre forme sous Xenoja An quantités géométriques , met- 
taui à profil les idées de M. Saint-Venant sur les sommes 
géométriques [Comptes rendus, tome XXIX, p. aSo), 
idées reproduites par M. Bellavitis sous le nom d'équipol- 
hnces. Il me semble que c'est toujours de la statique par- 
lée. Du resle nous avons là-dessus un travail de M. de 
Polignac, officier d'artillerie, maintenant en Crimée. 
Nous nous proposons dcle publier, Deovolente, en i85S. 



Déteuminants; correction esseniielle. 

LelhéorèuicVI {t. XI, p. 43;) n'est vrai que pour les 
puissances des déterminants symétriques et non pour des 
produits quelconques. Lisez i'?.| au lieu de X\ -»- Xj 
(p. 44o)- 

Dana le Mémoire de Jacobi {t. X, p. a58), il s'est 
glissé plusieurs fautes d'accentuation que le lecteur corri- 
gera facilement. 
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G^ftrit la ligiu flua. 
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Qiimllon 811 p*r M. ffoMcl lî* 

(^«tiani 3G7-177; par M. ABTf .. lOO 

gneslion 37B ; par M. Faore Mi 

(jueaUoD ihh; par M. Mcnnhtïm. . 110 

QneatloD 118; par M. Coa^eieare 170 

(^ettion iSo; par M. Comheieure >U 

Queilioa 360 ; par M. Pu/mia Ï06 

QneeUon iSi; p»T VIU. AngeloGi^occbi, J. SiKchI, Citierl, Girard. 3i6 

QiinUnn î5; ; par M. l'abbé Pr^in Zto 

tjiiestion i8i|i par MM. DrvjlJer elLavclaine Je Miubeagr 33i 

Queatinn iGj' (aeonde >otaUr)D)i par MM. Beltmllit et Hoftlrk... JCi 

Quaslion aoJjparM. fuarr 375 

QuesIlongîSS-iSC; pnc M. Feare . . JgS 

Quntloni 385-366; par M. Françmt Brioicfù (m 

Bibliograpbie et Biogripkie. 

Programma d» lafoasds Gèotaëtria ralioDDdle, sic-, par M. Ber- 
trand; par le Rid^etrur 37 

TrailHio eli-oiFHime di Ueometritt aneljlica, pvft. Rabliii (annooco). 36 

naccolia diprofitrml di Geomeù-ia, ne, per F. l'adula (apnoBce). , 36 

Uiui sc-laram Logiiiicarum. de Si^iier ( annonce) 3G 

Dif auffâsaiffrit d^r hohrreK aumfriicheii gteichangen, Grà/fe; Zurich. 81 
^lùmenU d'Arithniétiquo, par M. F. Tarnirr. Couple renda par 

M. Piàahet. ..'. ilj 

Tboorio des Logarllhmea, par H. F. Ramier. Compte Tcudn par 

M. Praahet 13G 

(.'Algèbre d'Omar .tlkbajyaml, cte., par M. Woeiiehe. Compte reodu 

par lo B^daclear 1^8 

Die taaUiiie dei miltel allert , par lleidehjtf. Compte i-çj^Iu par le 

Ri'rfiieMiir. (88 

Lettre de Newton k Richard RendlFy sur lei ouvragea h lire poor 

comprendre, les Fiineipia Mo, 

Corrcipondaifet ofiir liaac Nevioii and prqftiior Cote» , by Edlatoae. »3 r 

Bai:helier(Char1eB'Loni»-ÊlUnD9), libraire; par le Rédacti-ar 133 

A toUeetion ef exemple, nfthe applicaliBiu oj the ealcala, iff faite dif- 

/.-.■eneei, bj J.-F.-Vf. Ilrrschelt 37a 

t^urnspondance de Leibnili et de Hujghens i6(< 

Thèses présentées à 1* Faculté de» Sciences do Paris sur les surTaceii 

JMitbennc* et sur les monvenipnis apparents, par M. Garlin. 

Coraplo rendu par M. Vroahel. 317 

1 hi'orie analytique du plan et de la licno droito , par M. Hrarl Fa- 

ragucl. Compte rendu par le llrdarirai . 3 19 

Coiira d'AlB^hraïupcTieiire. professé à In Facullo des Seiencps de !'■- 

ris, par M. J .~A. Scrrrl. Compte rendu pat le Rédatfcur. It.^q et 38 1 
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G-àtiaéiricâ' Albert Durer (. iog 

Uarmunie UDiverselle do Hcrmnr ; pir le Rédaelrur. 4^1 

Oit Ehme PolrBonoittelrir, La Poljgoaoïuélrla plaoe , ds M. Diemgcrj 

p.r l8 (Wrfoci^r 4Ï7 

Ûément* d'Algèbre de Lëcroii, aontelleMitioni par H. Pnuktt. 

Compte rendu por M. Leheigtt 447 

AgeDda-Memealo (>854-i855), de H. Blmm 44» 

NcUiges- 

Réflexion sur le gnod eooecande i853; p«r le BéJaeumr bg 

Sur leBoreiu d«* LoD([ltadM ) parle RéîatUur 117 

Origine du mot ogive igo 

Senaie-Hoaie iga et lib 

Sur le ■îstème utilitaire 4S6 

Origine du mot algorilknu 167 

Singulière Enterprétatlon dn nombre apocaljptiqae 1 a6o ; par Stfffil. 367 

Tables parlante* 368 

Chaire Lucasienne 168 

Parole* d'Archimède : fi( ptà, «te >Sg 

DIsculpatian de Charpentier «a injel delà mort de Ratnus 16g 

Ddfinillon de Diea , empruntée h la Géométrie 366 

Orlginoi dea mou karâaga et linui 3S6 et 3gî 



TAILS DIS NOMS PUt ORDRS ALPUABfiTHHIll. 

(Lea nom» det AuMon d'arllclei aoni précédés d'un aeléritque. ) 



'ABADIE, eapitaine d'artillerie i38 et iSg 

ABEL 35a et 38i 

ALBERT DURER 19a 

ALBERT LE GRAND ' , 189 

ALBERTUS ARGESTIBUS 189 

ALBYROUm 386 

ALDES , m4 

ALBMBGRT (D') s86 et 35o 

ALFAKARV 39s 

ALGOUni i5.S 

ALHArrHAH iS3 et iSj 

ALKHABESMI , 167 

AiKHASIN i5o 

ALKHAtVAHI 1^8, ifr), lâi, 133 et >6g 
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ALMAHJLHI •. lie 

ALMOUK ; . . . t Si 

AHIOT, proCeuaur >u \jeée Sainl-Lonb ^i^ 

AMPÈRE ïi, 

ANTOHY . 366 

APOLLONIUS aïo et Î94 

ARAGO ^l^ 

ABCHIMÈDE i5i M 169 

ARISTOTE 4Î1, 433 et 436 

ARSLAN iSï 

BABBAGE 17! 

BACHELIER (C.-L. -E.), libriira ii3, 314, isS, •! n« 

«BAEHB (G.-F.-W.), pTOfnwar de Philocapfaie (HidddbiMrf!). . - 3&S 

BAILLEUL, proie aï6 

BALTZEK, profeMeur à Dresde i 

BARNE (dc la), compositeur de nuftiqna. 4^^ 

BARROW iM 

BARTUOLIN lao et m 

■BASTIDA ( Vhcemte Pduls m LA ) 36g et 170 

REAUTEMPS-BEAUFRË 3*7 

-BELLAVITIS, profeBseDr [91, 36i, 43t «1 464 

BENEZET (Saimt) 191 

BENOIT 36 

BENTLEY ( Kicbam ) vto 

BERCHOUX, lo poêle M 

BERNOULLl {D.) î4 

BERNOULLI (Jbas) 374, 338, 346 ei 34; 

BERTRAND (C), proteiipuri Gien 27 el 3î 

BERTRAND (J.)> proCeauur au Ijcée Napoléon 4^4 el 4i5 

BESSEL îSS 

^OUT 3S6 et 3S7 

"BIENAVHË, Msmbre de l'Inslilul 397 

BINET, Membre de l'iuatul 3lB 

BLOUET, libruire saS 

BLUM (ADODiTi),proreiMwr 44* 

BODOM ï»4 

BOOTH (lo HëT. Jahei) 94 

BORCBARDT 7» et 157 

BORGNIS ttà 

BOSSE ( Abrauam) 349 

B05SUET 366 

BOUGUER 117 

BOUQUET 119 et IM 

BOVt [AnfA),iiiBénienrdesN[|>«i 4i[ 

BRAVAIS, Membre de liuilitut 1)4 
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■BRETOH (db Cbx») nj 

BREWSTER ail 

■BRI05CHI (F.), proF' k l'anÎTaraité de Piria. . . 71 , 403, 419, et 43o 

BRIOT 119 el lia 

BUCHHSR 4i5 

CAILLET, eiaminaleor de le meriae i^S 

CAILLET (PiBMï) 368 

CARPiOT I el 166 

CASSINI (D.) i56 

•CATALAN »«8, 395 et 4î3 

CAUCHY, Membre de rinittlnt,... 145, 166, 168, 35o, 3&S et 464 

CAÏLEV, airucet 7« 

CeSALIS { Jacobgs dï) 188 

CHARLES 187 

CHARLES II aeS 

CHARPENTIER aSg 

CHASLES, Membre de l'Inititnt 43, 44, 45, 48, 49, 

Si, 33, 34, 5S, »o, i65, 304, 3g4 et 410 

'CHEVILLARD, pror«war 91 

CHRISTIAN m5 

CICCOLINI 187 

■CIRIER (N), correcleup-tjposTipbe 4io 

CLAIRAIIT a63 

CLAVIUS (le P.) 4>o 

COLLINS (Joiir) 367 

COLUMELLE 3;i 

■COHBESCURE »70 ol ïB3 

COMMANDIN (F. 5 a65 

COBIOUS î86 

COTES 111 el 311 

COUROER, llbnûre 3»5 

CRAMOISI, imprimsnv 3i4 

GRELLE 81, 157, 344, 166, 396 et 40g 

CZARTGRISKI (le Prince) 437 

DAHSE (ZicBÀura) ii5, 116, 4'9 «t 431 

DALRÏMPLE 367 

DAHIANO 187 

DAVIS 38e 

DBLAMMIB 3^, 38g, Sgo, 391, 393 el SgS 

DESARGUES 164, 349 el 434 

«DESBOVES, profeaMar 60 

DESCARTES isa, 383, aB5, 3S6, 388, Sot et 38i 

DESMARET 355 

"DEVTLDER, profeMetir (Namur) 33i 

IIIDOT 33^ 
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nlE^CeR (l), protemcur (CarUmbo) aCg «l ^Sj 

'DIEU, proresscar iSg 

DIOFIIANTE ï88 

DOLFEL - iiB 

DOUVES 36« 

DUHAMEL, Nombre de nniUtol -.■ lit 

•DUPAIN (Cb), ppoTeMCiir ifi 

DUPIN (Ch .), Membra de l'Iiutilut . . . 3i8 

DUPRAT îiS 

DORER (Axwuw) ioget 4"> 

EDLËSTONE Mi ol »w 

EISENSTEW 14s 

ELZEVIRS aï4 

ENCKE 81, 81 et gi 

ERASME i55 

EUCUDE 3l, jao, a», 356, 3g4, 436 et 4sS 

EULER 187, 3&0 et jia 

•EllZET,ff«rdedugéDio nj, 191, igS et 3oi 

■FARAGUET (Hehi) 3ig e( faS 

FATIO DE DUILER igo 

'PAURE, officier d'artillerie 100, m, 3i4, 346, 371, et 398 

FERMAT a^b et 36i 

flWCK , profeiMur 966 

PrSCHERUS (P.) 38o 

♦FLEURV (HisBi) Jir M 370 

•FORCADB-PRUMET 191 

•FORESTIER [Cm.), pr<iri!ueui' sgt 

FOtICAULT(L0 3i9 

FOUBIKR 7P 

'FOUKNERAT, juee honarglre an tribana! d«la Sdue afr; 

FRANÇOIS DE PAULE (Saiul) 436 

FREIGIUS (J.-T.) 38o 

*FRENBT (F.). profMMOr 399 

FREtTAG 169 

FYGAR 391 

(•.ALILÉE a3 

(iALLOIS. 35a et 35i 

tGAHLlN (profewear) 3iî, 319 et 4iâ 

GAUSS 1(6, i5S, 161, 1G7, 169, 3Si, 368 et 396 

GAUTHIER 369 

-GENOCCIII(Ai<CKLO) ... . m, i3S, i58, 168, 3i6, 3^, 4)6 et 4ig 

GÉRARD, éldro du Ijcée de ToulouH' 3i; 

GERDII, (Icl-rrc) iSfi 

«ERtWNNK ,5 II (09 

r-FRHARDT iBI, 
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*GILBBBT (PaiLiFr(),élèfe(Louiaiii) 31 et Si; 

GRJÏFFE 8i,eaet 3(56 

CRANDHAHGE 1 16 

CRËGORV ( Dm» ) 117 

■GROS, prareuenr 191 

GRUNERT, prafeuenr 117,118,36g, 369 «t J'S 

GUILLAUME DE BOMHEIH aSg 

GUILLAUME, prince d'QchMadt 190 

CUTTEMBERG m* 

HALNA a55 

HAMILTON (W), profuMeor igs *t 4i5. 

HEIDELEFF 188 et igo 

MEIHE 345, j5o et »5j 

HENRI (Erat-UŒ) ssj 

HERSCIIEL (J.-r^W) 171,373,37461 4ig 

HEBSCHEL ( Wiliiim) 374 

HESSE (Otto). proTeueur 398 et 4ou 

UIRE (de la) MO et 397 

HOMERE 463 

HOKACE 356 

HORTENSlIiS ( M«iimi») 379 et 38o 

IlOSCH (Jbak) 89 

•HOUSEL, proreMew i3i 

HUES (Robmt) 36« 

HUVGBEN5 3>i, 186, «8g, 390, Sfto.M 38i 

HUMBOLDT (d«) i5C 

ISAlAS 434 

IVORÎ 368, 

JACOB] , * i57 et 36o 

JOACHIHSTBAL, profetMilr 355 

JOMBERT i3â 

JLLIEM (deParto) 448 

JUNTES(lS.) 3i4 

SAHT 31g 

KASTNER 410. 

'KOBALEK.empl.auMiDistèredaCommerM. 3G,4o,gi, 116,163 et 433 

KUMMER, proreMenr. 161 

LACROIX 335, 173, 3S6et 447 

LAFOND (Ai^uD), pcoretMiir 4i5 

LAGNV - 4ig, 4») et 411 

LAGRANGE 39, 335, 369, 35i, 353. 356. 370, 38i, 38i H 4i4 

LALANI>E 371 

LAMBERT 4»-. 

LAMÉ, Membre de rinstilut. , loa et 3i(\ 



HPLACE.. 



ïg. 
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'UVELAINE DE MAUBEUGE, idraU («cinquinliémui l'Ëcolade 

SaiDl-Cjr >ur 4ïo 3ÎÎ e» Î3i 

•LEBES6UB i36, 36i, fii. fii, 448 n 47» 

'LECOINTE (l'abbé) 569 

LEGENDHE 116, iSl, 346, 175, 346 et jo 

LEHMANW 4ig, 430 et 4ii 

LEIBMTZ,... i55, 1S7, 3S8, i5g, 174, 175, s86, ifk), 190 et 347 

LEJEUNE-DIRICHLET, profwieur 36o et 396 

LtoNARD DE VIMCl ï6S 

LEONELLI iii; 

LE VEHBIER, Membre de l'Iiutitut 36 

L'HUILLIER (S.-A.-J) 437 

LIWll rfS 

UOUVILLE, Hembredellnatitut. iâ8, iSi, 116,337, ^H' ^^' «* 3Si 

LITTROW {loun DB) 116 et 368 

LOBATTO 368 

LONDB (ML*) 370 

LOUIS XIV 38g et 435 

LUCAS ( le chertlier) >68 

LUDOLF 419 et 4ii 

MAC-CUU.AGH gg et 3o4 

MACHIN 419 et 4» 

M ADDORK 333 

MAGIMEL, libnire m5 

MALLET'BACBELIER, libraire-imprimeur 337 

HALIK-CHAU i5l et i53 

'MANNHEIH (A.), officier d'artillerie 36, 110 et 367 

MARRE, iQipectenr pour l'iottroetion primaire 38g 

iiAUiiï(ALï«D)...r 414 

HeNABRËA 368 

■MERAV (CHA111.ÏS), éléte, admis le premier k l'École Normale, le 

cent dix-septième k l'École pQljtechDîqiie lut 170 41 

MEHSENNB 43», 434 et 436 

MICHAUD 36g 

MILLIN igo 

MINDING 3S7 

MÔBICS iiget 300 

MOHAMMED BEN MOUSSA 389 

MOIGNO (l'abbé) 331 

MOLWEIDE 368 

MONGE ai5 

«OON ,87 

MULLER iM 

«UNK 3g3 

NEPEB J67 
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NEWTON.. M, Gy, 117, i», 111, jîî, a)3, a56, 367, i68f 

373, 190, 35i et 35G 



OLIVIER 9» 

OLOUG-BEG i56 01 iGg 

OMAR ALKHAVVAMl 1^6 

OVIDE 371 

PADUL\ (Fortonata), proreaceutàNapIca 36 

PAGANINI, leTÎoloDbht 1J9 

•PAIKVIN (L.), pwffeMear 3o6 

PAOL0(leP.) 190 

PAPPUS l65 et 369 

PARIOH 370 

PASCAL(BLÀm) 36, 348, 366 et 367 

PASCAL (Énui») j35 

PEMBROKE 368 

■PEPIN (l'abbé) 3io 

PERTZ (GioRcis-bu»0 18g 

*P10BEHT, Msrobre de l'iDitilat 3i3 

PLATiTAIR 389 et 390 

PLÎiCKER 407 

POINSOT, Membre de l'inititat . 3i(| 

POISSON 19, 135 et 33i 

POLIGNAC (DB) ^64 

PONCELET, Meinbrederiiutitut 367, 337, 33o et 3g4 

POTHENOT 36; et 368 

POUDRA, cherd'eKidmnd'iUI-miJareamr*itc 364 et 16K 

PROSS 446 

•PROUHET !I74, 319, 335 « 447 

PTOLÉMÉE a53, 354 •• "55 

PURBACH 393 

RABELAIS 366 

RAHUS 369, 368 et 38o 

RAVAISSOIt (FtLli), imp«c(enr Binerai de lllDlveraitâ 94 

BEINAUD, Membre de rAcidén>l< des InacriptloDi.. 167, 386 et itfl 

RENAUD-DUCREITX, profeueer 4-.1 

RICHARD 34 1 

RICHTER, pTorau«ar 4i8 et 411 

ROBERTS (W.) 375 et 418 

ROBERVAL 368 et 434 

•ROCHETTE (l'abbé) i>9 el J3i 

ROLLE 3fri 

RORITZER ( MtT«l*s) 190 

RUBINI (R.rAlLi) 3C 
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RITTHEBTORT 419 

SARBAH (H»»»» Im) , , i5j 

'SACCHI ( JosEFu). Î16 

SAIHT-VEHANT (64 

SAI.MO> 408 «t 409 

SARRUS, profMMar 4i3 

SAURIUS ().) 38o 

SCEVOLUS (QO iiji 

SCHIEEŒCK, pror«usnr 446 

SCHOeNERUS ( L.) 38o 

SCHOOTEB (F.) lao et wi 

SCHWAB 137 

SÉDILLOT, pnifeneur i56 at ifig 

SEGNER 36 

'SERRET (J.-A ), eMniiutaur. . . . 3i5, 34g, 35i 35^, 356, at 4i5 

■SERRET ( PIlVl) 144 

SHARP 4 ig 

SIEYÈS 3g7 

srMPSON (Tbomm) 3i4, 3î5, 317 et 33o 

SNELUUS ( RuDOLrB) " 38i. 

SNELUUS ( ViLLUMW ) 3G7, 379, 38o et 38i 

SOtNER 116 

STACDT 9og 

STEINER 139, 3iS et 394 

STERS . i38 

STIFFEL 167 

STREBOR 37» et 377 

STIIRM, Mombredel'IiuUhit i5, 71, 7}, 35i et 437 

SUÉTONE Mî 

•SVLVKSTER, sTocat 71, 80, îo3, log et 3o5 

SWELLEWGREBEL, dolteur 31 

■TARDï (P.), profeueur ï3 et î6 

TARNIER(F.-AO> eitminiteur 114, ii5 et ijC 

TAVLOR 399 

•TEMP1ER igi 

TERQUEH (O.), Tèdmcleur 174 ci 198 

THOMAS DE COLMAR l58 

THOMPSON (Gbo«gï) 367 

THOMSON 140 

TIHËRE (l'cmperear) -m 

T0RR1CELL1 ■ .^ i5S 

TORTOLINl 418 et 43i 

TOWNLEY 367 

TRANSON (A»»l) 355 et 358 

•Tl'RQUAN, profeueur • 170 
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Pagn. 

UBALDI ( CuiBO ) !i64 

•VALLÈS (F), ineénieareneherdMPonlselCIuiMiéei j(G3 

V ANDERMONDC 187 

VARRON igi et 371 

VASCOSAN m4 

VAimsON-FOURNlEB, prar«M«ar 6g et ijo 

VÉGA 431 

'VIEILLE, proteBear 65 et 66 

VIÈTE : 149, »45, 988, 3;8, 379 et 3Bo 

VINCENT, Membre d« l'IntUtut 187 et m 

VIRGILE 37 1 

WASTZEL iGi 

WAHING 3&r, 35», 35fl «I 355 

WECHL (Cbwïhjhi) fio 

WEBS ' 16g 

VÏERTHEIM, docteur 434 

WITT (JuK m) lie et mi 

■WOEPCKB (F) .48. 149, i53, r54, i55, i5G et 386 

WREN (Chkmto»m) 1 
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